Chapitre 19 - Equations différentielles linéaires 1

Plaquette 5 - Problemes de syntheése : zéros des solutions,
équations non linéaires réductibles et problemes aux limites

Equations différentielles linéaires — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Wronskien. Pour y’ + q(t)y = 0, W = y,y," — y,y, est constant ; plus généralement, si
vi"+q,y,=0ety,”+q,y,=0:

(.V1.V2’ _.Vllyz), = (Q1 - qZ)yl.Vz
Réductions. Bernoulli y + a(t)y = b(t)y* : poser z = y! ~%. Riccati
y = a(t)y? + b(t)y + c(t) avec une solution y,:posery=y, + % alors z vérifie une
équation linéaire d’ordre 1.

Equation intégrale. f(t) = g(t) + [ g (t — s)f(s)ds équivaut a f" = g” + favec
f0) = g(0), £(0) = g'(0).

AN J

Correction de I’exercice 1 - Théoreme de séparation de Sturm
a) Siy,(t;) = 0, alors y, serait nulle (unicité). Entre deux zéros consécutifs, y, garde un
signe, disons > 0 : y,'(£;) > 0 et y,(£3) < 0.

b) W(ty) = =y, (t1)y,(t1) et W(ty) = —y, (t2)y,(t2). Siy, garde un signe sur [tq, t;], ces deux
nombres sont de signes opposés ; mais

W = ylyzn _y1"y2 =—-qyy, + qyy, = 0

donc W est constant, et non nul (indépendance) : contradiction.

c) y, s’annule strictement entre deux zéros consécutifs de y, : les zéros s’entrelacent.
Exemple : les zéros de cos (% + km) et de sin (ki) alternent.

Réponse. Le wronskien, constant et non nul, interdit a y, de garder un signe entre deux
zéros de y, : les zéros s’entrelacent.

Correction de I’exercice 2 - Théoreme de comparaison de Sturm

a) 2° = —w?z, donc
W =y2' —y'z=(q—-w’yz
b) Sur[a,b],z=z0ety>0: W = 0. Or W(a) = y(a)z'(a) = wy(a) > 0 et

W(b) = y(b)Z'(b) = —wy(b) < 0 (car z(a) = z(b) = 0), ce qui contredit la croissance. Donc y
s’annule sur [a, b] (méme raisonnement si y < 0).

c)g=4= 2% tout segment de longueur % contient un zéro.

Réponse. W = (q — wz)yz = 0 contredit W(a) > 0 > W(b) : un zéro dans tout segment de
longueur &.

Correction de I’exercice 3 - Coefficient négatif : au plus un zéro

a) Sur [ty,t,], y=0ety =—qy=0.

b) Une fonction convexe nulle en t; et t, est négative ou nulle sur [t;, t;] (sous la corde) :
contradiction avec y > 0. Si y avait deux zéros, en prenant deux zéros consécutifs (zéros
isolés), on serait dans la situation précédente (quitte a changer y en —y).
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c) Les solutions Aet + Be™t s’annulent au plus une fois :

Aet+Bet=0=e= —%

Réponse. Pour g = 0, une solution entre deux zéros serait convexe et positive :
impossible, au plus un zéro.

Correction de I’exercice 4 - Une équation de Bernoulli

, 2

, y 1

a2 =—=5=-— =-1+y=-1+2z
y v y

_ t — 1 ;
b)z=1+ Cée, doncy—71+Cet (et la solution nulle).
)y0)=1is=2C=-1:

1 2
t: —
y(t) 1—%et 7 of

définie sur ] — «, In 2[ (explosion en In2) : une équation non linéaire peut avoir des
solutions non globales.

2
2 —et

Réponse. y=———;avecy(0)=2:y= sur ] — o, 1n2[.

1 .
1+ Cet’

Correction de I’exercice 5 - Une équation de Riccati

2
a) —t)‘—z=)‘tgz,soitA2+A—2=0:A=1ou—2.Onprendy1=%.
r— 1 g 2 2 _ 1 2 1 2 4 ials 2.
b)y = —?—j—zety _t_2_t_2+5+?_?' En egalant et en multipliant par —z° :
7 =-22-1,

t

c) (t%2) = t?2 + 2tz = —t?, donc z = t% - % et

3t2

1
=_+—
Y= 3C —t3

(on retrouve -2 pour C =0, et 1 comme limite C - ).
t t

3t?

Réponse. y = % toop

(avec les solutions particulieres % et —%).

Correction de l’exercice 6 - Energie d’un oscillateur amorti

a) E' = 2yy 4+ 2wlyy = 2y(—2ay) = —4ay’2.

b) Les racines de r? + 2ar + w? ont une partie réelle < 0 (somme —2a, produit w? > 0) :
toutes les solutions et leurs dérivées tendent vers 0, donc E - 0.

c)r=—-a+ijw?—a?:y=e %AcosQt+ BsinQt) avec Q =w? — a?, pseudo-période %H
et

E(t) = O(e™%)

z 4 /2 Z . 7 . -
Réponse. E' = —4ay“, E - 0 ; pseudo-période 22—H décroissance en e 2%,

Jw? — a?
Correction de I’exercice 7 - Croissance des solutions quand ( est positif

a) y(0)=1>0ety(0)=0:y>0surun intervalle ]O, nl.
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b) Sur 10, T[, y" = qy = 0, donc y’ croit et y' = y'(0) = 1, puis y(t) = t. Si T était fini, par
continuité y(T) = T > 0, et y resterait positive un peu au-dela de T : contradiction. Donc

y(t)=t pourtoutt=0
c)y=sht=t.
Réponse. y =1 et y(t) =t sur [0, +=[ ; pour g =1, y = sht.

Correction de l'’exercice 8 - D’'une équation intégrale a une équation
différentielle

a) ff) (t —s)f(s)ds = tfgf— fgsf(s) ds est Cl, de dérivée fgf+ tf(t) — tf(t) = fgf; donc fest
Cl, puis C? avec

t
rey=J. ro=fw
et f(0)=1, f(0) =0.
b) f = cht.

c)f'=ffl0)=0,f(0)=1+0:f=sht.
Réponse. ' = favec f(0) =1, f(0) =0 : f=ch ; second cas f = sh.

Correction de I'exercice 9 - Equation fonctionnelle de d’Alembert

a)y=0:2f(x) = 2f(x)f(0), et f# 0 impose f(0) =1. x =0 : fly) + f(—y) = 2f(y), donc
fl=y) = fly).
b) Deux dérivationsen y: f'(x +y) + f'(x — y) = 2f(x)f'(y), puisy = 0 :

) = (0)f(x)

c) Avec f(0) = 1, f£(0) = O (parité) : k = —w? < 0 donne f= cos (wx) ; k = 0 donne f=1 ;
k = w? > 0 donne f = ch(wx). Ces fonctions conviennent (formules d’addition).

Réponse. [ = f'(0)f, f(0) =1, f(0) =0 : f=coswx, 1 ou chwx.
Correction de I'exercice 10 - Circuit électrique RLC

a) q,= CE ; les solutions homogenes tendent vers 0 (racines de partie réelle —% < 0),
donc q — CE.

b) Lr® + Rr + % = 0 a pour discriminant R*- % : positif, régime apériodique (deux
exponentielles décroissantes) ; négatif, pseudo-périodique ; nul, critique.

c) Racine double r = —% = —% ; q=CE+ (A +Bt)e™, avec A= —-CEetB+rA=0,dou
1
t)=CE(1-(1-rt)e™), r=—-—=—
q ( ) =
s . ;. 2_@ . . . — _ _ rt - _ ]_
Réponse. g — CE ; regimes selon R c critique : q=CE(1 — (1 —rt)e™), r s

Correction de I’exercice 11 - Equation d’Euler avec second membre
Arr-1)+r-1=r*-1=0:y, =At+ 5.

b) a(2+2—1)t2=3at2=t2,a=%.

- B . 1 - —B+2-=0 douA=-1 B=
c)y At+t+3.A+B+3 OetA B+3 0,douA 2,B

o~
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__t, 1, ¢t
V="9%%t13

N

e

1 4t
2 e

; avec les conditions : TR

Réponse. y = At + 2 + -4

Correction de I'’exercice 12 - Solutions périodiques d’un oscillateur forcé

a) Si y(2m) = y(0), y'(2m) = y'(0), alors t ~ y(t + 2m) est solution (car f est périodique) avec
les mémes conditions en 0 : égale a y par unicité.

b) Toute solution est y, + Acost + Bsint, et la partie homogeéne est périodique. Donc il
faut et il suffit que y, vérifie a) :

2 2
Vo(2m) = —fo sinsf(s) ds, Vv, (2m) = fo cossf(s)ds
doivent étre nuls (Vo(0) = y,'(0) = 0). Toutes les solutions sont alors périodiques.
c) cos 2t : orthogonal a cos et sin, solutions périodiques (y = —%Zt + --+). cost :

t

> sin t).

f cos? = 1 # 0, aucune solution périodique (résonance
p . T . (20 2o . .

Reéponse. Solution périodique ssi fo fcos = fo fsin = 0 ; oui pour cos 2t, non pour cost.

Correction de I’exercice 13 - L’unique solution bornée dey”’ —y =f

a) [T~ e t=slds = 2, d’ou [y] = [If]..

b) En dérivant : y = —%(—e‘tft_wesf+ flt) + etf:we‘sf—f(t)) puis
t + o0
v = —%(e‘tf ef-fin+etf, e‘Sf—ﬂt)) =y+f

c) La différence de deux solutions bornées est une solution bornée de y" —y = 0, de la
forme Aet + Be™!, bornée sur R seulement siA = B = 0.

Réponse. y = —%fe"t‘ﬂf(s) ds est 1'unique solution bornée, avec |y| < |f]...

Correction de l'exercice 14 - La fonction de Bessel a une infinité de zéros

1/2 1/2 _ 3/2

l - T
2ut ,y u’t

y”+%y’+y= t‘”2<u"+ (1 +4Lt2>u>

b)qt) =1+ 4%2 = 1 : tout segment de longueur m contient un zéro de u, donc de y.

a)y=ut" y=ut" V2 _ w32 4 %ut‘S/Z, d’ou

c) [1,100] contient 31 segments disjoints de longueur (311 = 97,4 < 99) : au moins 31
zéros (et les zéros de J, sont asymptotiquement espacés de m).

Réponse. u = /ty vérifie u” + (1 + ftz)u = 0 : un zéro par segment de longueur m, au
moins 31 dans [1, 100].

Correction de I'exercice 15 - Synthese : fonction de Green d’un probleme
aux limites

a) La différence d vérifie d” = 0, d(0) = d(1) = 0 : d est affine, nulle.
b) y(t) = (1 — t)fgsf(s) ds + tftl (1 — s)f(s)ds. Alors
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t 1 t 1 )
y==J,sf+A -t + [, 1 —s)f —t(l —0Oft) = — [,sf+ [, (1 - 9)f, puis
Y= —tflt) — (1 = )f(t) = —f(t)

et y(0) = y(1) = 0.

2 — )2 _
c)f=1 :y=(1—t)%+t(1 2t) =t(12 t).

d) G =0, donc f= 0=y = 0. Et [y(t)] = Al S, G(t, ) ds = |, 2072 < V=

a-0
2

1
Réponse. y = fOG(t,s)f(s) ds;pourf=1,y="1 ;G=0donney=0et|yl = %||ﬂ|w.
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