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Plaquette 3 - Systemes différentiels
linéaires : résolution et portraits de phase

Equations différentielles linéaires — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Cauchy-Lipschitz linéaire. Pour A:I - M,(K) et B:I - K" continues, le probléme
X =A(t)X + B(t), X(ty) = Xy a une unique solution sur I ; les solutions homogenes
forment un espace de dimension n.

Liouville. Le wronskien W = det (X4, ..., X,;) d'une famille de solutions homogenes
vérifie W = tr(A(t))W, soit

W(t) = W(ty) exp <f;trA(s) ds>

Dimension 2, A réelle constante (7 = trA, 6 = detA) :
— 6<0:col;6>0et1?>46:ncud;
— 6>0,72<46, 720 :foyer; 6 >0etT=0:centre;

— stabilité asymptotique (toutes les solutions tendent vers 0) e T < 0 et § > 0.
AN J

Correction de I’exercice 1 - Un systéeme de taille trois diagonalisable

a)A =1+ U ou U est la matrice remplie de 1 (U* = 3U) : valeurs propres 4 (vecteur
(1,1,1)) et 1 (double, plan x + y + 2z = 0).
b) X(t) = ae*®(1,1,1) + e'Q avec Q dans le plan x + y + z = 0 (deux parametres).

¢) On décompose (1,0,0) = 1(1,1,1) + (% -1 —%), d’ou

4t
_e t(2 _1 _1
Xt =, 1,0 +ef(2,-1.-3)

Réponse. X(t) = e%t(l, 1,1) + %t(z' -1,-1).

Correction de l’exercice 2 - Equation d’ordre trois et matrice compagnon

01 O
ayC=({00 1
2 -5 4

b) Le polyndéme caractéristique de la matrice compagnon est A% —42%+51 -2, qui
s’annule en 1 ; la division donne (A — 1)(A* = 34 + 2) = (A — 1)*(4 — 2).

c) y = (a + bt)e! + ce?'. Conditions:a+c=0,a+b+2c=0,a+2b+4c=1;douc=1,
a=-1,b=-1:

y(t) = e? — (1 + t)et
Réponse. y = (a + bt)e! + ce? ; avec les conditions : e?' — (1 + t)e’.
Correction de l’exercice 3 - Valeurs propres complexes conjuguées

a)trA =4, detA =5 cA°—4A+5 = 0, A =2 xi. La seconde ligne de A — (2 + i)l donne
vi+(1l—i)vy=0:v=(-1+1,1).
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b) e? 0ty = e2t((— cost — sint) + i(cost — sint), cost + isint), d’ou

X, = e?!(—cost —sint,cost), X, =e?*(cost—sint,sint)

c)6=5>0,72=16<20,7>0: foyer instable ; les trajectoires sont des spirales qui
s’éloignent de 1'origine (facteur e?).

Réponse. A =2 +i; base e%l(— cost — sint, cost), e®(cost — sint, sint) : foyer instable.
Correction de l’exercice 4 - Classification des portraits de phase

a)6=1-4=-3<0:col (valeurs propres 3 et —1), instable.

b) T=-6,6 =8, 72 = 36 > 32 : noeud (valeurs propres —2 et —4), asymptotiquement
stable.

c) Premiere : T =0, 6 = 4 : centre (valeurs propres +2i), trajectoires fermées (ellipses),
stable mais non asymptotiquement. Seconde :

T=-2, 6=1+4=5 T1°=4<20
foyer stable (valeurs propres —1 * 2i), spirales convergeant vers 0.

Réponse. a) col ; b) nceud stable ; c) centre, puis foyer stable.

Correction de I’exercice 5 - Décroissance exponentielle de la norme

a)A=—-I+aJ avecJ = <(11 (1)> antisymétrique, donc (AX,X) = —||X||° et
d 2 _ _ 2

X = =2x]".

b) [X(®)]I* = e~ X(0)]*

t sinat
c) —I et aJ commutent : exp (tA) = e—t<cosa sina >

—sinat cosat
X(t) = etR__,X(0)

Sia # 0 : spirales logarithmiques convergeant vers 0 (foyer stable) ; sia=0:
demi-droites (nceud propre).

Réponse. |X(t)]| = e Y| X(0)| ; X(t) = e 'R_,X(0) : spirales (a # 0) ou demi-droites.
Correction de I’exercice 6 - Intégrale premiere et période
a) E' = 8xx" + 2yy = 8xy — 8xy = 0.
b) 4x? + y? = E(0) : ellipse de demi-axes @ et JE. Avec X" = —4x : x = cos 2t,
y =X = —2sin2t ; on vérifie 4 cos?2t + 4 sin®2t = 4 = E(0).
c) Période 2717 =1I:
x(t + ) = cos (2t + 2mm) = x(t)

Réponse. 4x° + y? conservée : ellipses ; x = cos 2t, y = —2 sin 2t, période 1.
Correction de I’exercice 7 - Wronskien d’un systéme a coefficients variables

a) (t7) =2 =5t (A)=2=2.1,

b) Xy = (t%,2t), X, = (% _1:1_2> et
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£2
W(t) = det =-1-2=-3
2t

|

non nul : c’est une base des solutions.

c) trA(t) = 0, donc W' = 0 et W est constant, conformément au calcul.
t2 1/t

Réponse. Matrice fondamentale 5
2t =1/t

), de déterminant —3 (constant car trA = 0).

Correction de I'exercice 8 - Systeme triangulaire a coefficients variables
a) y = Ct.
b) X' = X = Ct, soit (X) = C: x = Ct* + Dt.
c) Matrice fondamentale (iz f)) (C=1,D=0puisC=0,D=1), de déterminant —t%. Et
trA(t) = 2 :
W= -2t=2.(-t%) v
Réponse. y = Ct, x = Ct? + Dt ; W = —t? vérifie W = %W.

Correction de I’exercice 9 - Variation des constantes pour un systéeme

0 1
a)A = <_1 O>,B—(O,t), exp(uA)—<

b) exp ((t — s)A)B(s) = s(sin(t — s), cos (t — s)), et par parties

cosu Ssinu
—sinu cosu/’

t t
fossin(t—s)ds=t—sint, foscos(t—s)ds=1—cost

donc X(t) = (t —sint, 1 — cost).
c)xX"+x=t:x=t+Acost+ Bsint, et x(0) =0, xX(0) =0 donnentA=0,B=-1 v.
Réponse. X(t) = (t —sint, 1 — cost).

Correction de I’exercice 10 - Deux oscillateurs couplés

a)u'=—-x—-y=-uetv’'=-3x+3y=-3v.
b) u = acost + bsint, v = ccos (V3t) + dsin (/3 t), puis x = ¥ 5 Y,y ==Y Pulsations
propres 1 (mode en phase) et /3 (mode en opposition).
c)u(0)=v(0)=1,u(0)=v(0)=0:

X=cost+cosﬁt y_cost—cos\/gt

2 ! 2
superposition des deux modes ; I’énergie passe d’un oscillateur a I’autre (battements),
sans périodicité exacte (V3 ¢ Q).

cost + cos\/gt

Réponse. Modes u = x + y (pulsation 1) et v = x — y (pulsation J3);: x = 5

Correction de l'exercice 11 - Majoration exponentielle des solutions

a) A = PDP ! et exp (tA) = Pdiag(e?)P™", avec |e*| = eR®t < e ; pour une norme
d’algebre, C = ||P|||P”"|| (avec la norme sup sur les diagonales) convient.
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b) [X(®)]| = Ce*|X(0)| - O.

1t
0 1> : la norme se comporte comme te~

t

c) exp (tA) = e‘t< , et

| exp (tA)]| = C.e™1*9' pour tout £ > 0

mais pas avec € = 0 : un facteur polynomial apparait.

Réponse. | exp (tA)|| = Ce* (diagonalisable) ; pour un bloc de Jordan, facteur t en plus.
Correction de I’exercice 12 - Solutions bornées sur la droite

a) Dans une base de vecteurs propres complexes, les solutions sont ECjeAJtvj. Le terme
e’ est borné sur R si et seulement si ReA ;= 0. Une solution non nulle bornée exige donc
un A; imaginaire pur, et réciproquement e}‘ftvj (ou sa partie réelle) convient.

b) Toutes bornées = chaque terme borné = ReA; = 0 pour tout j.

c) Valeurs propres =*i et 1 : solutions bornées non nulles (dans le plan (e, e,), rotations),
mais pas toutes :

X(t) = ele; n'est pas bornée
Réponse. Solution bornée non nulle = valeur propre imaginaire pure ; toutes bornées =
spectre imaginaire pur.

Correction de I'exercice 13 - Une droite d’équilibres

a) AX = 0= x+y=0:toute la droite x + y = 0 est formée d’équilibres (detA = 0).
b) Valeurs propres 0 (vecteur (1, —1)) et 2 (vecteur (1, 1)) :
X(t) = a(l, 1) + Be?!(1, 1)

c) Les trajectoires sont des demi-droites paralleles a (1, 1), issues de la droite d’équilibres
et s’en éloignant (si B = 0).

Réponse. Equilibres : x+y=0; X = a(1, —1) + Be?!(1, 1) : demi-droites paralléles a (1, 1).
Correction de l’exercice 14 - Elimination d’une inconnue
a)y=x—x,doncy =x"—-x"=4x+y=4x+ x — x, soit

X' =2x'—-3x=0
b)r’—2r—-3=(r-3)r+1):x=ae3 +be?, puisy = x — x = 2ae3* — 2be".
C)x,=0A- 1)2 —4 =(A—-3)(A + 1) : mémes racines, vecteurs propres (1, 2) pour 3 et
(1, —2) pour —1, conformes a b).

Réponse. X" —2x —3x =0 ; x = ae’! + be™!, y = 2ae3! — 2be L.

Correction de I'exercice 15 - Synthese : un modele a deux compartiments

a) x = xpe %,

axyg

b-a
_ aXo (.-at _ ,-bt

y(t) = m(e e )

be Pt o t* = Ina—Inb
a-b

d)a=b:y +ay=axpe  (résonance), y = axpote” %, maximale en t* = % (limite de c)

—at

b) y + by = axpe™® : solution particuliére e ety= %e_“t + Ce P avec y(0) = 0 :

)yt)=0e=ae = (> 0 dans les deux casa < b eta > b).
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quand b = a).

_ GXq (. -at _ ,-bt : x _In(a/b) ;. _ 1.
,y—b_a(e e "), maximument = "5 ;8ia=b:

Réponse. x = xge ™%

y = axpte .
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