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Chapitre 19 - Equations différentielles linéaires

Plaquette 5 - Problemes de syntheése : zéros des solutions,
équations non linéaires réductibles et problemes aux limites

Equations différentielles linéaires — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Sans résoudre explicitement, on obtient des informations qualitatives sur les
solutions de y” + q(t)y = 0 par I’étude du wronskien (théoremes de séparation et de
comparaison de Sturm), de la convexité (q = 0) ou d’'une énergie (oscillateur
amorti). Certaines équations non linéaires se rameénent a des équations linéaires par
changement d’inconnue (Bernoulli : z = % ; Riccati : y = y, + + avec y, solution
connue). Enfin, on traduit une équation intégrale en équation différentielle, et I’on
résout des problemes aux limites par la variation des constantes (fonction de
Green, alternative de Fredholm).

Exercice 1 - Théoréeme de séparation de Sturm

Soient y,, y, deux solutions linéairement indépendantes de y” + q(t)y = 0 (q continue),
et t; <t, deux zéros consécutifs de y,.
a) Montrer que y,’(t;) et y,'(£;) sont non nuls et de signes OpPOsSés.
b) En supposant que y, ne s’annule pas sur [ty, t;], étudier le signe du wronskien en
t, et en t,, et aboutir a une contradiction.
c) Conclure, et illustrer avec cos et sin.
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Exercice 2 - Théoreme de comparaison de Sturm

Soit g continue avec q(t) = w?>0, et y une solution non nulle de y” + q(t)y = 0. On
veut montrer que y s’annule sur tout segment [a, b] de longueur Z.

a) Soit z(t) = sin (w(t — a)). Calculer la dérivée de W = yz' — y'z.
b) On suppose y > 0 sur [a, b]. Montrer que W(a) > 0, W(b) < 0 et W croissante :
contradiction.

c) Application : les solutions de y” + (4 + sin? t)y = 0 ont une infinité de zéros,

espacés d’au plus %
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Exercice 3 - Coefficient négatif : au plus un zéro

Soit g continue avec q = 0 sur I, et y une solution non nulle de y” + q(t)y = 0.
a) On suppose que y s’annule en t; < t, et est > 0 sur ]t;, t;[. Montrer que y est
convexe sur [tq, t,].
b) En déduire une contradiction, puis que y s’annule au plus une fois.
c) Exemple : y"—y = 0.

Exercice 4 - Une équation de Bernoulli

On considére y +y = y2.
1

a) Pour une solution ne s’annulant pas, montrer que z = 7 vérifie 22 —z = —1.
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b) En déduire les solutions.
c) Résoudre avec y(0) = 2 et déterminer l'intervalle maximal de définition.

- J
Exercice 5 - Une équation de Riccati
On considére y = y? — 152_2 sur 10, + .
a) Chercher une solution de la forme %
b) Avec y = % + % montrer que 2’ = —%z - 1.
c) En déduire les solutions.
- J

Exercice 6 - Energie d’un oscillateur amorti

Soit y’ + 2ay + w?y = 0 avec @, w > 0, et E = y'* + w?y>.

a) Montrer que E" = —4(er'2 < 0.
b) En utilisant les solutions explicites, montrer que E(t) = 0 quand t — 4+« dans tous
les régimes.

c) Dans le régime pseudo-périodique (a < w), donner la pseudo-période et le taux de
décroissance de E.
. J

Exercice 7 - Croissance des solutions quand q est positif

Soit g continue et positive sur [0, + ][, et y la solution de y” = q(t)y avec y(0) = 0,
y(0)=1.

a) Soit T=sup{t>0|y> 0 sur ]O,t]}. Montrer que T > 0.

b) Montrer que sur 10, T[, y = 1 et y(t) = t, et en déduire T = + .

c) Exemple : ¢ = 1.

Exercice 8 - D’une équation intégrale a une équation différentielle

On cherche f continue sur R telle que f(t) =1 + f g (t —s)f(s)ds.

a) Montrer que f est de classe C? et que f'=f, f(0) =1, f£(0) = 0.
b) En déduire f.

c) Méme question avec f(t) =t + fg(t —S)f(s)ds.

Exercice 9 - Equation fonctionnelle de d’Alembert

On cherche f:R = R de classe Cz, non nulle, telle que f(x +y) + fix —y) = 2f(X)f(y).
a) Montrer que f(0) = 1 et que f est paire.
b) En dérivant deux fois par rapport a y en y = 0, montrer que f’ = kf avec k = f’(0).
c) En déduire f selon le signe de k.
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Exercice 10 - Circuit électrique RLC

La charge d’'un condensateur vérifie Lq” + Rq" + % =E (L,R,C,E > 0 constantes).

a) Donner une solution particuliére et la limite de q(t) quand t - +.

— 4L
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c) Pour R = ZJ% (régime critique), résoudre avec q(0) = 0, q’(0) = 0.

b) Discuter les régimes selon le signe de R?

AN J

Exercice 11 - Equation d’Euler avec second membre

On considere t%y” + ty —y = t* sur 10, +[.

a) Déterminer les solutions homogenes de la forme t'.
b) Chercher une solution particuliere at?.
c) Résoudre avec y(1) =0, y'(1) = 0.

Exercice 12 - Solutions périodiques d’un oscillateur forcé

Soit f continue 2m-périodique et ’équation y" +y = f.

a) Montrer qu’'une solution y est 2m-périodique si et seulement si y(2m) = y(0) et
v (2m) = y'(0).

b) Avec y (t) = f g sin (t — s)f(s) ds, montrer qu'il existe une solution périodique si et
21 21

seulement si fo fls)cossds = fo f(s)sinsds = 0.

c) Exemples : f = cos 2t et f = cost.

Exercice 13 - L’unique solution bornée de y’”’ —y=f

Soit f continue et bornée sur R, et y(t) = —%ft: e~ lt=slf(s) ds.
a) Montrer que y est bien définie et bornée par |f] ...
b) En écrivant y(t) = —%(e_tft_oo e’f(s)ds + etf:oo e 5f(s) ds), vérifier que y' —y = f.

c) Montrer que c’est I'unique solution bornée sur R.

Exercice 14 - La fonction de Bessel a une infinité de zéros

On considere y” + %y’ +y = 0 sur ]0, +«[ (dont J, est solution).

a) Avec u = |/t y, montrer que u” + (1 + 4%2>u = 0.

b) En déduire, avec le théoréme de comparaison de Sturm, que toute solution non
nulle s’annule sur tout segment de longueur m.

c) Combien J, a-t-elle de zéros dans [1, 100], au moins ?

Exercice 15 - Synthése : fonction de Green d’un probléme aux limites

Soit f continue sur [0, 1]. On cherche y de classe C? avec -y ' =f,y(0)=y(1) =0, et
I'on pose G(t,s) =s(1 —t)sis<t,G(t,s) =t(l —s)sis=t.

a) Montrer l'unicité de la solution (étudier la différence de deux solutions).
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b) Montrer que y(t) = f o G(t, s)f(s) ds est solution (dériver deux fois en séparant f g et
1

S0

c) Expliciter y pour f= 1.

d) En déduire que si f= 0, alors y = 0 (principe du maximum), et que |y| < %||ﬂ|oo.
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