Chapitre 6 - Espaces euclidiens 1

Plaquette 1 - Bases orthonormées,
projections, adjoint et groupe orthogonal

Espaces euclidiens — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Espace euclidien : R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire

(-,-).

— Bases orthonormeées : existence garantie par Gram-Schmidt. Dans une telle
base,

1

X = E(X, eje;, (x,y) = zxiyi: "X"2 = 2X12

1
— Supplémentaire orthogonal : E=F & F l, dimFt=n - dimF, (F L) =F.
— Projection orthogonale sur F de base orthonormée (e;) :

Pr(x) = 2(x, eje;, d(x,F)=|x—px)

1

— Inégalité de Bessel : EI. (x, e,‘)2 = ||x||2, avec égalité (Parseval) si la famille est une
base de E.

Adjoint. Pour u € L(E), il existe un unique u* tel que
Vx,y, (ux),y) = (x, u*(y))

— En base orthonormée : Mat(u®) = Mat(u)T.
— ()" =vut, (u*)" = u, keru* = (Imu)".
— u est symétrique (auto-adjoint) si u* = u ; antisymétrique si u* = —u.
Groupe orthogonal. u € O(E) si u conserve le produit scalaire, ce qui équivaut a
conserver la norme, ou a u*u = id, ou a envoyer une base orthonormée sur une base
orthonormée.
— detu = =1 ; SO(E) est le sous-groupe des rotations (det = 1).
cosf —sin 6)

; les

— En dimension 2 : SO(2) est formé des rotations Ry = ( .
sin® cos6O
éléments de déterminant —1 sont les réflexions.

— En dimension 3 : tout élément de SO(3) est une rotation autour d’un axe
(vecteur propre pour la valeur propre 1), d’angle donné par tr(u) = 1 + 2 cosé.
o J

Correction de I'exercice 1 - Base orthonormée

— Orthogonalité de départ : (u;,u;) =1+0—-1 =0 v — Gram-Schmidt est inutile pour
ces deux-la.

— Normalisation : [|u;|| = /3 et ||uy|| =2, d’ou

ey = %(1, 1,1), e,= %(1,0, ~1)

— Troisieme vecteur : on prend le produit vectoriel
UiAu;=(1x(-1)-1x%x0,1x1-1x%x(-1),0-1)=(-1,2,-1).
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Chapitre 6 - Espaces euclidiens

— 1(=1,2, =) =6, donc e; = L (1,2, —1).
Il ( )| 3 E( )

— Vérifications : (e3,u;)=-1+2-1=0vet(e;u)=—-1+0+1=0
— Conclusion : (e, e,, e3) est une base orthonormée de R3.
(1,1,1) (1,0,-1) (-1,2,-1)

37 2 7 e

Correction de I’exercice 2 - Projection et distance

Réponse.

— Vecteur normal : n = (1,-1,2), avec [n|*=1+1+4 = 6.
— Projection sur la normale :

pa) =AMy Ay =1-246=5
]
— Donc p,(A) = %(1, -1,2).
—_— 3 . - = i — i =
Distance : d(A,P) = ||p,(A)| GJE 5 2,041.

n . |1 —2 + 6| 5

— Controle par la formule directe : d =—— == v
P J1+1+4 6

— Projeté sur le plan : p,(A) =A -p,(A) = (l 17 8

6’ 6’3
% - 1—67 + % = % = % le calcul de controdle se fait plus stirement en

constatant que A — py(A) est colinéaire a n v

) ; on vérifie

< 5
Reéponse. d(A,P) = = = 2,04.
/6

Correction de l'exercice 3 - Adjoint

. , 1
— La base canonique étant orthonormée, Mat(u™) = AT = < 5 Z>

— Vérification avec x = (1,0) et y=(0,1) :

— u(x) = (1, 3), donc (u(x),y) = 3.

— u*(y) =(3,4), donc {(x,u*(y)) =3 v

— Attention : 1'égalité Mat(u™) = Mat(u)T n’est valable qu’en base orthonormée. En
base quelconque de matrice de Gram G, on a Mat(u*) = G ATG.

— Conséquence utile : keru™* = (Imu)L, ce qui redonne rg (AT) =rg(A).

Réponse. Mat(u™) = AT = <é 2>

Correction de l’exercice 4 - Matrice orthogonale

Test : les colonnes doivent étre unitaires et deux a deux orthogonales.

va+1+4 _3_4,
3

—Cy = %(2, 1,2) : norme 3

— Cy=2(-2,2,1) : norme 7“““;““1= 1v;C3=1(-1,-2,2) :norme 1
_(C,Cy)==2F2+42 _ o, (0, C)="2=2%4 _ 0/ ;(C,Cy)=2=4%2 ¢,

9
— Q est donc orthogonale.

— Déterminant : C; A C, = C3, donc la base (Cq, C,, C3) est directe et detQ = 1.

9 9
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Chapitre 6 - Espaces euclidiens 3

— Conclusion : Q € SO(3), c’est une rotation.

— Angle : tr(Q) = % =2=1+2cos6, donc cosO = % et = % (soit 60°).

Réponse. Oui, orthogonale de déterminant 1 : rotation d’angle Z.

3

Correction de I’exercice 5 - Rotation du plan

cosZ —sinZ
R .= 3 3\ _
/3 sinZ cosZ

3 3

/3

2

1
2

— Contréles : déterminant = + + 3 =1 v ; colonnes unitaires et orthogonales v

4 4
ko

— Ordre : Rlé = Ry, et Ry;/3 = I des que 5 est multiple de 2m, soit k multiple de 6.

— L’ordre de R;;, 3 est donc 6.

I,

3

— Remarque : SO(2) est commutatif et isomorphe au cercle U via Ry~ €
cela que composer des rotations planes revient a additionner les angles.

1/2 =/3/2
V372 1/2

— Vérification par la trace : tr = 1 = 2 cos

1 _ c’est pour

Réponse. < > d’ordre 6.

Correction de I'exercice 6 - Réflexion

— Vecteur directeur unitaire : g = L(1, 2).

/5
— Formule de la réflexion d’axe Ra : s(x) = 2{(x, a)a — x.
— Images de la base canonique :

—sten=21,2-1,0= (-2 2);

5" 5
_1 -3 4
S‘5<4 3>

9—-16 _

_ -4 _ -(4 3

s =4(1,2-0,1)=(% 2).

— Controles : detS = _2—5 = —1 v (réflexion) ; S’=1v ; S est symétrique v

— Vérification géométrique : S(1,2) = %(—3 +8,4+6)=(1,2) —l'axe est bien
invariant v

. _1(-3 4
Reponse.S—5<4 3>.

Correction de l'exercice 7 - Endomorphisme symétrique

Soient u(x) = Ax et u(y) = py avec A # p.

— On calcule (u(x), y) de deux manieres :

— d’une part (u(x), y) = A(x,y) ;

— d’autre part, u étant symétrique, (u(x), y) = (x, u(y)) = u{x, y).
— Donc (A —u)(x,y) =0, et comme A # u: (x,y) = 0.

— Conclusion : E; L E,.
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Chapitre 6 - Espaces euclidiens 4

— Portée : combiné au fait que u symétrique est diagonalisable, cela donne le théoreme
spectral — il existe une base orthonormée de vecteurs propres.

— Controle sur un exemple : A = <? ;> a pour vecteurs propres (1,1) et (1, —1),
orthogonaux v

Réponse. (A — p)(x,y) = 0 donne E; L E,.

Correction de l'exercice 8 - Matrice de Gram
(uy, ug) (uy, Uz))
(us, uy) (up uy)/)

— Jul* =2, Jual* =2, (uup)) =1+0+0=1.
G= <2 1>, detG =3

Matrice de Gram : G = (

1 2

— Aire : I'aire du parallélogramme vaut JdetG =3 = 1,732.
— Controle par le produit vectoriel : u; A u, = (1,—-1, —1), de norme J3 v

— Propriété générale : detG = 0, et detG = 0 si et seulement si la famille est liée. Le
déterminant de Gram mesure donc le « volume » engendré.

Réponse. G = <i é> aire V3.

Correction de l'exercice 9 - Meilleure approximation
On cherche pg(b) = au; + Bu, tel que b — px(b) L F, ce qui donne les équations
normales.

— (b-p,uy)=0:(bu;)=1=2a+8 (car |uy|* = 2, (uy, uy) = 1).
— (b-p,uy)=0:(buy) =1=a+2B.

— Systeme : par symétrie, a =8, puis 3a=1,donca =3 = %

— Projeté : p(b) = %(1, 0,1) + %(o, 1,1) = (% %%)

— Distance : b—p = (% % —%) de norme %B = % =~ 1,155.

— Contrﬁle:(b—p,u1)=%—%=0 v et(b—p,u2)=%—%=0 v
Réponse. p(b) = (% % %) distance %

Correction de I’exercice 10 - Isométries de ’espace

— Formule de la trace : pour une rotation d’angle 0, tr(u) = 1 + 2 cos®6.

— Ici0=1+2cos0, donc cosO = —% et 0 = ZTH (au signe pres, I'orientation dépendant

du choix de I'axe).
— Exemple : la permutation circulaire des coordonnées,
001
A=[(100
010

— Controles : A est orthogonale (colonnes de la base canonique permutées), detA =1,
tr(d) =0 v
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— Axe : les vecteurs fixes vérifient x = y = z, donc 1’axe est Vect(1,1,1) — c’est la
rotation d’un tiers de tour autour de la grande diagonale du cube.

2o,

3

; exemple : permutation circulaire des axes.

— Contréle d’ordre : A° = I, cohérent avec un angle de <~

2o

Réponse. 0 = 3

Correction de I’exercice 11 - Inégalité de Bessel
Soit F = Vect(e;, ey) et p = pg(x) = (x, e1)e; + (x, ez)es.
— Pythagore : x =p+ (x — p) avec p L (x — p), donc

IxI” = Pl + Ix = pI* = lIpl”

— Or | p|| (x,e1)% + (x, e5)? (la famille étant orthonormée).

— D’ou I'inégalité de Bessel.

— Cas d’égalité : |x — p|| = 0, c’est-a-dire x € F.

— Généralisation (Parseval) : si la famille orthonormée est une base de E, alors F = E
et I'inégalité devient une égalité pour tout x.

— Controle : avece; =(1,0,0),e,=(0,1,0)etx=(1,2,3):1+4=5=<14 v

Réponse. Pythagore sur x = pg(x) + (x — px(x)) ; égalité ssi x € F.

Correction de I’exercice 12 - Gram-Schmidt sur les polynémes

1
a)e0=1.X—(X,1)=X—l denormeaucarréfo(t—%)zdtz%:e =2\/§<X—%> Puis
2 _1 2 yv_1 L_l_
(X,l)—get(X,X 2) T % 12,dou
2_1_(x_1)ox?_x4+1 2_x4l’_- 1
X' =3 (X 2) X' =X+5 X -X+F =150

— etez=6\/§(X2—X+%).

b) p(X*) = (X*, eqleq + (X%, e1)e; = 1 + (X — %) =x-1

2
c) C’est la distance au carré de X* a R4[X] : X2 -X+ l = LO, atteint poura=1,b = -

o~

Réponse. e; =1, e; = 2/3(X — ) e, =6/5X*-X+ 1) minimum 180

Correction de I’exercice 13 - Distance a un hyperplan

{a, n) n)
||nI|

a)n=(1,2,-2), [n| = 3. H" =Rn, etla projection sur H* de a vaut ‘%™ p, de norme

|{a, n}|

Il
b)(a,n)=1+2—-2 =1, donc d(a, H) =%et

pu@=a-12n -, 1,1)-1a,2-2= (8 711)

Inl)® 99
8 4 14 _ 22 _ — =1 —_7y =1
c)§+7 9—O/eta pH(a)—9(1,2, 2)—9n/.
A — 1. =(8 7 11
Reéponse. d(a, H) = 3 pyla) = 9579 )-
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Correction de I’exercice 14 - Matrice d’une réflexion de 1’espace

a) s =id — 2py: (on garde la composante dans H et on change le signe de la composante
{(x, n)

2
Inl

normale), et py(x) =

=T—2,nT.
b)S=1I gnn :

7 -4 4
s=5l-41 8
4 8 1
c) S" = S visiblement, et S* = I (on vérifie 81S” = 811) : S'S =I. trS = Zt1+Ll = 1 et
detS = —1 (valeurs propres 1, 1, —1).
7 -4 4
Réponse. S =1 — %nnT = % -4 1 8 |;trS=1,detS=-1.
4 8 1
Correction de I’exercice 15 - Synthese : moindres carrés
b=1
Le systeme { a+ b =2 est incompatible ; on cherche la projection orthogonale de
2a+b =2

Y=(1,2,2)sur F = Vect(Cy,C,) avec C; = (0,1, 2) (colonne des x) et C, = (1,1, 1).

Equations normales (ATA) <Z> =A"Y:

— (Cl,c1) =5, (Cl,cz) =3, (Cz. Cz) = 3.
—(Y,C;)=0+2+4=6,(Y,C,) =5.

_ Svsteme - 5a+3b =6
y *\3a+3b=5
— Par soustraction : 2a =1, donca = 0,5 ; puis 3b=5-1,5 = 3,5, soit b = % = 1,167.

7

— Droite d’ajustement : y = 0,5x + 5

— Controle par les formules statistiques : x =1,y = % ; la covariance vaut
O-DA-H+A-DCI+R-DR-3) 2+1 5
= = =, la variance de x vaut £, donc
1/3 > 5_1_7 ; ; ;
a=3573 =0,5/etb=y—ax=§—§=g/

4si .(1=2 2-5 o9_13y_(_1
— Résidus : (1 , 2 3,2 6)—( 6’
I’orthogonalité a C, v

7
5

), de somme nulle — signature de

W[~
o~

Réponse. y = 0,5x +
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