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Plaquette 5 - Isométries vectorielles :
groupe orthogonal, rotations, réflexions

Espaces euclidiens — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Groupe orthogonal.

— M eO(n)e M'M = I = colonnes orthonormées = conservation de la norme.
— Valeurs propres réelles =1, detM = =1 ; SO(n) = {det = 1}.
cos2a sin2a

— Plan : Ry (rotations, commutent entre elles) et S, =( .
sin2a —cos2a

> (réflexions),
avec SaSB = RZ(a—B)-
— Rotation d’axe dirigé par u unitaire et d’angle 6 (formule de Rodrigues) :

R = cosOI+ (1 —cosB)uu' +sinflul,

N
— ou [u], est la matricede x~ uAx;onatrR=1+2cos0 et % = sinf[u],.
— Householder : si |a|| = ||b|, a # b, la réflexion de vecteur normal a — b échange a
et b.
- J

Correction de I’exercice 1 - Classification des matrices orthogonales 2 x 2

a) La premiere colonne est unitaire : (cos @, sin ¢). La seconde est unitaire et
orthogonale : +(—sin ¢, cos ¢). Le signe + donne R, (det = 1), le signe — donne S, (

det = —1).

b) S,(cosa, sina) = (cosa, sina) (formules de duplication) et
S,(—sina, cosa) = —(—sina, cosa) : symétrie orthogonale par rapport a la droite d’angle
a.

c) Par calcul trigonométrique :
S545p = Raa-p) ReSa=Sa+0/2
— La composée de deux réflexions est une rotation d’angle double de I’angle entre les
droites.
Réponse. O(2) = {Rg} U {S.} ; SaSp=Ro@-p), ReSa = Sa+0/2-

Correction de I’exercice 2 - Reconnaitre une réflexion de I’espace

a) Les colonnes sont de norme %\/1 +4+4 =1 et orthogonales (par exemple
le+2-4=0.M =Mselit.

b) M?=M'M = : valeurs propres 1. trM =1 et detM = —1, d’ou le spectre {1,1, —1}.

c) M est une symétrie orthogonale par rapport au plan ker (M —I).
-2 2 2
M-I= % 2 -2 -2 |:leplanest {—x+y+2z=0}, denormalen=(1,-1,-1), et
2 =2 =2
Mn = —n

— C’est la réflexion par rapport au plan x —y —z = 0.
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Réponse. M orthogonale symétrique, det = —1 : réflexion par rapport au plan
x—y—z=0.

Correction de l’exercice 3 - Matrice d’une rotation par la formule de
Rodrigues

110 0O 01
T_1 1 _
a) uu =3 110 et[u],\—ﬁ 0O 0 -1
00O -1 10
b)cos%=0,sin%=1:R=uuT+[u]A,soit
1 1 1
2 2 2
1 1 _1
R=\2 2 [
-1 19
V2. 2

c)R(1,1,0)=(1,1,0) v ;trR=1=1+ Zcos% v ; la premiére colonne a pour norme au

41,141
carre4+4+2 1v.

Réponse. R = uu' + [u], (matrice ci-dessus) ; Ru=u, trR = 1.
Correction de I’exercice 4 - Conservation de la norme et du produit scalaire

a) Par polarisation :
2 2 2 2
(w60, uy)) = 7 (lulc+ DI = Tux = 1) = 7 (Ix+y1% = Ix=y1*) = ()
b) (u*u(x),y) = (x, y) pour tous x, y, donc u*u = id ; en dimension finie, u est bijective
d’inverse u*.

c) u = 2id conserve I'orthogonalité sans étre orthogonale. Si u conserve 1'orthogonalité et

|lu(ey)|| = k pour une base orthonormée, alors %u envoie cette base sur une base

orthonormeée : u = kv avec v orthogonale (similitude).

Réponse. Conservation de la norme = du produit scalaire (polarisation) = u*u =id ; 2id
conserve ’orthogonalité sans étre orthogonale.

Correction de I'exercice 5 - Réflexion de Householder

a) x| = Iyl =5, n = (=2,4,0), |n|” = 20.
b)S=1-2Znn":

4
5

_ (9,16 12 _12 o\ _
SX_(5+5,5 5,0) (5,0,0)

0

nn
Il
O Ul ullw
ullw
= o O

c) En général (x —y,x+y) = ||x||2 - ||y||2 = 0, donc la réflexion d’hyperplan (x — y)* fixe

x + y et change x — y en son opposé : elle envoie x sur y. On envoie ainsi la premiere
colonne d’une matrice sur (J|C4], 0, ..., 0), puis on recommence sur le bloc restant : A = QR
avec Q produit de réflexions.

4
0

Réponse. S =1 — 11—0nnT =

O Ul ujw

|

ullw

o

9))]

>

Il

<
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Correction de I’exercice 6 - Décomposition QR

a) q, = %(3, 4). {ay, q,) = 3 ‘g 8 — % et a, — %ql = (1 — —g 2 - ‘21—%) = 22—5(—4,3), de norme
2 . =1
£:1q,= 5( 4,3).
3 4 5 L
b) Q = %<4 3 > etR = 0 25 (coefficients (a;, q;)). Vérification de la deuxieme
5
colonne :
11 2. _ 1 _ _
qu + ng = 25(33 8,44+6)=(1,2)
c)detQ=1etdetR=5x%=2=6—4=detA v.
11
3 -4 5 &
A =1 = 5
Reponse.Q—5<4 3 >,R 0 %

Correction de I’exercice 7 - Matrices orthogonales triangulaires ou entieres

—1 T 1. , . . ;. . . ;. T
a) T~ =T :linverse d’'une triangulaire supérieure est triangulaire supérieure, et T' est
. . . . -1 . . .
triangulaire inférieure. Donc T ~ est diagonale, puis T aussi, et t2=1.

b) Chaque colonne est un vecteur unitaire a coordonnées entieres : un seul coefficient
non nul, égal a 1. Les colonnes étant orthogonales, ces coefficients sont sur des lignes
distinctes.

c) Choix d’une permutation et de n signes :
card = 2"n!
— Pour n = 2 : 8 matrices, les rotations d’angles 0, % 1, 32—17 et les réflexions par rapport
aux axes et aux bissectrices (le groupe des isométries du carré).
Réponse. Triangulaire orthogonale = diag(*1) ; 2"n! matrices orthogonales entiéres (8
pour n = 2).
Correction de I’exercice 8 - Valeurs propres et déterminant d’une isométrie

a) u(x) = Ax donne ||x|| = |A|||x]|. Et det(u*u) = (detu)® = 1.

b) u(F) C F et u injective donnent u(F) = F. Pour y € Ftetx €F, x =u(x) avec X € F, d’ou
(u(y), x) = (u(y), u(x)) = {y,x’) = 0.

c) x, est réel de degré 3 : une racine réelle £1. Les racines non réelles sont conjuguées,

de produit |z|2 = 1 ; si toutes les racines sont réelles, elles valent =1 avec un produit égal
a 1. Dans tous les cas 1 est valeur propre :

detu=1 = 1€ Spu
— L’axe D = ker (u — id) est stable, donc D™ aussi par b).
Réponse. Valeurs propres réelles =1, det = +1 ; F* stable ; dans SO(3), 1 est valeur
propre.

Correction de l'exercice 9 - Orientation de ’angle d’une rotation

a) Dans la base orthonormée directe (x, u A x, u), R agit comme la rotation plane d’angle 0
sur les deux premiers vecteurs.

b) det (u, x, cosOx + sinBu A x) = sinfdet(u, x, u A x) = sinB (la base (u, x, u A x) est
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orthonormée directe).

c) trP = 0, donc cosf = —%. Avec x = L(1, —-1,0) : Px = l(O, 1,-1) et

V2 V2
11 0
1 1 3 _ 3
det(u,x,Px) = =—-=[1 -1 1 |=—2=Y2
( G 210 0 —1] 2B 2

— doncsinf>0etB = Z?H (autour de u orienté par (1, 1, 1)).

20

Réponse. sin6 = det (u, x, R(x)) ; la permutation circulaire est la rotation d’angle 3

autour de (1,1, 1).
Correction de I’exercice 10 - Les réflexions engendrent le groupe orthogonal

a) Une isométrie qui fixe a laisse stable Ra, donc a*.

b) Soit a unitaire. Si u(a) = a, u induit une isométrie de a*, de dimension n — 1, produit
d’au plus n — 1 réflexions (prolongées par l'identité sur Ra). Sinon, la réflexion s
échangeant a et u(a) vérifie su(a) = a, et su est un produit d’au plus n — 1 réflexions :

u = s(su) en a au plus n.

c) Une réflexion a pour déterminant —1 : un produit de k réflexions a pour déterminant
(—1)k. Une rotation (det = 1) non triviale n’est pas une réflexion :
k=2

— (deux réflexions par rapport a deux plans contenant 1’axe, d’angle g).

Réponse. Au plus n réflexions ; det = (—1)k ; une rotation non triviale de R est produit
de 2 réflexions.

Correction de l'exercice 11 - Le groupe orthogonal du plan n’est pas
commutatif

a) RgR, = Rg+, = R, Ry, et 6 » Ry correspond a 6 + e . Ry~ e est un isomorphisme de
groupes.

b) Sg = diag(1, —1). RSy = Sg,2 et SoRy = S_g,, : différents si 6 ¢ nZ.
) SoReSo = S_9/250 = Ra(-0/2-0), d’ou
SoReSo* = R_,

— conjuguer une rotation par une réflexion renverse le sens de rotation (une réflexion
change l'orientation).

Réponse. SO(2) = U ; RgSy # SgRg ; SoR¢So = R _p.
Correction de I'exercice 12 - Isométries de déterminant -1 en dimension 3

a) det(—u) = (—1)3detu = 1 et —u est orthogonale.

b) Si 6 = 11, R est le demi-tour d’axe D et —R vaut —id sur D et id sur D't :c’estla

réflexion par rapport a D*. Si 6 = 0, u = —id. Réciproquement, une réflexion a pour
valeurs propres (1,1, —1), d’'ou trR = —tru = —1 et 6 = 1.
c)u=—-R=5Spt°Ry,:

u = (réflexion par rapport a D%) o (rotation d'axe D)

— composée commutative d’une rotation et de la réflexion par rapport au plan
orthogonal a son axe.
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Réponse. u = —R ; réflexion ssi 6 = 1 ; sinon composée d’une rotation et de la réflexion
orthogonale a l’axe.

Correction de I'exercice 13 - Compacité du groupe orthogonal

a) ||Q||2 = tr(QTQ) = trl = n : O(n) est inclus dans la sphere de rayon /n.
b) o:M ~ MM est continue (polynomiale) et

O(n) = ¢~ '({I})
— image réciproque d’un fermé.

c) Fermé borné en dimension finie : compact. SO(n) = O(n) N det™? ({1}) est un fermé de
ce compact, donc compact.

Réponse. ||Q| = v ; O(n) = ¢~ *({I}) fermé ; compact, ainsi que SO(n).

Correction de I’exercice 14 - Rotation qui envoie un vecteur sur un autre
=1etcosa= (e, b)= %
b)w=e;Ab= %(0, —2,2) est orthogonal a e; et b ; la rotation d’axe

a) [b| = L+4-+4
w :
m aglt dans le plan

Vect(eq, b) comme la rotation d’angle a, orientée de e; vers b (on a

||w||2
det(u,eq,b) = ™

> 0, donc sina > 0). Ainsi
R(e1) =cosae;+sinaune;=b

c) Si R; est une rotation d’axe e;, RR(e;) = R(e;) = b : il y a une infinité de solutions (un
cercle de rotations).

L . rotation d’axe e; A b et d’angle a ; solutions RR;, R; d’axe e;.

Réponse. cosa = 3

Correction de I’exercice 15 - Synthese : reconnaitre une rotation de 1’espace

a) Les colonnes %(2, -2,1), l(2, 1,-2), l(1, 2,2) sont unitaires et orthogonales deux a
deux ; le déterminant vaut 1 (calcul direct, ou C3 = C; A C,).

b) M(1,0,1) = %(2 +1,-2+2,1+2)=(1,0,1) : I'axe est R(1, 0, 1).

N
c)trM =2 =1+ 2cos6, d’ol cosO = % La partie antisymétrique M-M correspond au

3 2
vecteur %(m32 — My3, My3 — M3y, My — Myy) = %(—%, 0, —%), égal a sinfu :

a1 _ 2 . =_2\/§
sin 6 E(I,O,l)— 3(1,0,1) = sinf 3

% 1 v.) Rotation d’angle — arccos + autour de u.

— (cos?+sin’ = 3

LO|I—‘

d) M" = M~! est la rotation de méme axe et d’angle opposé, arccos %

Réponse. Axe R(1,0, 1), cos@ = %, sinf = 2‘/_ pour u = (1,0, 1)

s
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