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Plaquette 2 - Produits scalaires, inégalité
de Cauchy-Schwarz et orthogonalité

Espaces euclidiens — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Produits scalaires usuels.
— R": (x,y) = Exiyl. = XTY; plus généralement X'GY avec G symétrique définie
positive.
— M,(R) : (A, B) = tr(A"B) = >, a;b;
—CUabD: (fg) =S fg; RiXT: S POi)Q(xi) (i distincts).
Cauchy-Schwarz et cas d’égalité :
|G W < IxIIvll, égalité = x, y colinéaires

= l
2 2 4 2 2
Ix+yl™ + Ix =yl = 2[x]|” + 2|lyl".

— Gram : G(xy, ..., xp) = det({x;, x;)) = 0, nul ssi la famille est liée.

— Polarisation : (x, y) <||x + y||2 —|Ix = y||2> ; parallélogramme :

AN J

Correction de I’exercice 1 - Le produit scalaire intégral

1
a) Bilinéarité et symétrie par linéarité de lI'intégrale ; positivité car ]“2 =0.Sif 0 f2 =0, la
fonction continue et positive f2 est nulle, donc f= 0.

b) La fonction fvalant 1 en %

1) (1) f> =0 : la définition tombe.

et 0 ailleurs est continue par morceaux, non nulle, et vérifie

c) Cauchy-Schwarzavecg=1 (|1]| =1) :
1 1 \N1/2, 4 \1/2
fof'15<f0f2> <f01>
— Egalité si et seulement si f et 1 sont colinéaires : f constante.

2
1 1
Réponse. Produit scalaire grace a la continuité ; < i 0 f> <[ 0 f2 , égalité ssi f constante.

Correction de I’exercice 2 - Produit scalaire par évaluation

a) Bilinéaire, symétrique, positif. Si EP(xk)2 = 0, alors P s’annule en n + 1 points distincts
avecdegP=n:P=0.

b) Non: P = ]_[Z= o X — xi) est non nul, de degré n+ 1, et (P, P) = 0.
c) Li(xyx) = 6, donc
(L, L;) = ELi(Xk)Lj(Xk) = E5ik5jk =6
K K

Réponse. Produit scalaire sur R,[X] (pas sur R, 1[X]) ; la base de Lagrange est
orthonormée.
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Correction de l'’exercice 3 - Un produit scalaire non canonique sur R?

11 . ;
a) G = <1 2>, symétrique. @(x, x) = X7 + 2x1x5 + 2x3 = (x1 + x3)* + x3 = 0, nul seulement si
X, =0etx; =0.

b) p(ey, e1) =1:u; =ey. Puis e; — p(ey, upu; = (0,1) - (1,0) = (=1,1), et
o((-1,1),(-1,1)=1+2-2=1:

u]. =(110)1 u2=(_11 1)

c) Dans la base (uy, uy), x = (x1 + x3)u; + xu,, d’ol @(x, x) = (x1 + ><2)2 + x3, ce qu’on
retrouve par la forme canonique de a).

1 1> ; base orthonormée (1,0), (—1,1); o(x,x) = (x; + x2)2 + X3.

Reéponse. G = <1 5

Correction de I’exercice 4 - Inégalités par Cauchy-Schwarz

a) Cauchy-Schwarz dans R" avec (ay) et (1,...,1) : D ax < Jm|>a?.
b) Avec u = (J/xy) etv = <L> :{u,v) =n, d’ou

Xx
n= (D) (27)

— Egalité si et seulement si u et v sont colinéaires : x; constant.

c) Avec (%) et (ay) : E% s%m et EZ=1# < %2

Réponse. (E ak)2 <n>at; EXREXLR > n? (égalité ssi x; constant).

Correction de I’exercice 5 - Calcul d’un orthogonal dans R*

a) Fr = {x|x1+x2=0, x+x3+x4 =0}.

b) Avec x3, x4 libres : x; = —x3 — x4, X1 = X3+ X4. Base g, =(1,-1,1,0), g, =(1,-1,0,1).
dimF + dimF' =2+2=4 v.

c¢) On cherche x = af; + bf, + ¢g, + dg,. Projection sur F : xg = af; + bf, avec

_ \ 21 ay _ 1 _3 _ 1.
(x = xp, f;} = 0. Le systeme de Gram <1 3><b> = <0> donnea =3, b=—%:

xF=%(3,2,—1,—1), X—XF=%(2,—2,1:1)€FJ_
Réponse. F* = Vect((1,-1,1,0),(1,-1,0,1)) ; xp = %(3: 2,-1,-1).

Correction de I'exercice 6 - Déterminant de Gram et distance

a) Si M est la matrice des coordonnées des x; (en colonnes) dans une base orthonormée,
alors ({x;, x;)) = M'M et, pour Y # 0, Y'M'MY = ||MY||2 > (0 (colonnes libres). Une matrice
symétrique définie positive a un déterminant > 0.

b) x = px(x) + h avec h L F. Par multilinéarité, on retranche a la derniere colonne une
combinaison des autres (car pg(x) € F) : la derniere ligne et colonne deviennent

(0, ...,0, |h|%). Donc
G(X1, .o, Xp, X) = G(Xq, ..., Xp) | h]|?
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111
c) G(x1,x9) = H ;‘ =1etG(xy,x,x)=[1 2 2|=1:d=1 (leplanest {z=0} v).
1 2 3
, 2 _ G(Xq,...,xp, X) .
Reéponse. d(x,F)" = Cor, o xy) icid =

Correction de l'exercice 7 - Une norme qui ne vient pas d’un produit
scalaire

a) En développant ||x = y||2 = ||x||2 +2(x,y) + ||y||2 et en sommant :
2 2 2 2
Ix + I + lIx = ylI™ = 2[x]|” + 2]y

b)x=(1,0),y=(0,1): |[x*y|_, =1, donc le membre de gauche vaut 2, celui de droite 4.
L’identité est fausse.
c)x=(1,0),y=(0,1) : [x xy|ll, = 2, gauche 8, droite 4. Faux également.

Réponse. Parallélogramme violé pour (1,0) et (0,1) : 2 # 4 pour ||| ., 8 # 4 pour |-|,.
Correction de l'exercice 8 - Famille orthogonale en dimension infinie

a) cos (kt) cos (It) = %[ cos ((k — Dt) + cos ((k + t)], d’intégrale nulle sur [0, 2] si k = 1.
lexll? = mpour k = 1 et ||co||* = 2.
b) Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre : si D, axcx = 0 (somme finie), le

produit scalaire avec c¢; donne q|c;|” = 0. Une famille libre infinie impose dimE = +o.

c) cos’t = %cos t+ %cos 3t : f est déja dans le sous-espace, sa projection est elle-méme :

p(f) = %Cl + %03

Réponse. (c,c;) =0 (k # 1), ||ck||2 = 11 ; famille libre infinie ; cos® = %01 + %03-

Correction de l'exercice 9 - Gram-Schmidt dans R*
a)e;=1(1,1,1,1). (vyer) =1, vy —e; = 2(1,1,-1,-1), de norme 1 : e; = (1,1, -1, -1).
b) (v3, 1) = (v3,€;) = 7, donc

vs— Ley - Le,=(1,0,0,0- 1(2,2,0,00 = L1, -1,0,0)

— de norme L : ez = i(l, -1,0,0).

2 V2
c) e4 doit étre orthogonal aux trois : x; + x5 + X3+ x4 = 0, X1 + X5 = X3 + X4, X1 = X, d’ou

e4= %(o, 0,1,-1).

Réponse. e; = %(1, 1,1,1), e, = %(1, 1,-1,-1), e3=

(1,-1,0,00 , _ (0,0,1,-1)
2t 2

Correction de l'exercice 10 - Matrice de Gram et changement de base
a) (2 x;b, 2y;bj) = 3, xwibi, by) = X'GY.
b) Les coordonnées se transforment par X = PX’, donc

(x,y) = (PX)'G(PY) = X (P'"GP)Y

— et par unicité de la matrice d’une forme bilinéaire, G’ = P'GP.
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c) B’ orthonormée = G’ = I. En prenant pour B’ une base orthonormée : I = PTGP, d’ou

detG=—1_->0
(detP)

Réponse. (x,y) =X'GY; G' = P'GP ; detG > 0.

Correction de I’exercice 11 - Représentation d’une forme linéaire

a) Théoreme de représentation (Riesz) en dimension finie : x = (-, x) est un isomorphisme
de E sur son dual.

b) R = a + bX. Conditions : (1,R) = a + g =1et(X,R) =
R=4-6X

Q: ‘ot =—&— = .
+3 0. D’ou a R 1:

o

a
2

1 1
— Vérification : [,(4 —6t)dt=1et [ t(4—60)dt=2-2=0 .

1
c) Cauchy-Schwarz : [P(0)| < |P|||R| avec |R|* = [,(4 — 6t)’dt = 16 — 24 + 12 = 4.
Réponse. R =4 —6X; |R|| =2 : |P(0)]| = 2|P].

Correction de l'exercice 12 - Cauchy-Schwarz pour les fonctions

a) Cauchy-Schwarz avec |f et # :

V= (S 2 =Sl

1

b) Egalité si et seulement si |/f et - sont colinéaires, soit f constante.

f
1 1\1/2, 4 1/2
c)foﬁefs<f0t> <f0e2t> = [L]es1 = €21 ~ 1,26,
- 1 / N . . e2 -1
Réponse. [f[ 7 = 1, egalité ssi f constante ; majoration i

Correction de l'exercice 13 - Matrices et produit scalaire de Frobenius

a) (ATB)J.]- = Eiaijb,-j, et la trace somme surj : c’est le produit scalaire canonique de R"Z.

b) Pour S symétrique et A antisymétrique : (S,A) = tr(SA) et
tr(SA) = tr((SA)T) = tr(ATS) = —tr(AS) = —tr(SA), donc 0. Avec dim S, + dimA, = n? .
A, =S,
c)trA = ([,A) et ||I| =Jn :
[trA| = vn || A]
— avec égalité si et seulement si A est colinéaire a I.
Réponse. (A, B) = > a;b;; A, = Sy ; |trA| = ya||A].

Correction de l'exercice 14 - Orthogonal et inclusion

a) Si x L G, alors x est orthogonal a tout élément de F C G.

b)x L F+G=x L Fetx L G. Puis on applique cette égalité a F*, G* et on passe a
I’orthogonal (en dimension finie, (Hl)J‘ =H) :

Fr+GH't'=FNnG = F'+G*=FnG)*

c) FN G = Re,, d’orthogonal Vect(e,, e3). Et Ft= Res, Gt = Re,, de somme Vect(eq, e3)
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v.

Réponse. (F+G)  =F'nG*, (FNG)*  =F+G™*.

Correction de l’exercice 15 - Synthese : un produit scalaire sur les
polynomes par les dérivées

a) Bilinéaire, symétrique, positif. Si E,P(k)(O)2 = 0, toutes les dérivées en 0 sont nulles et,
P! ’(0)
x* = 0.

par la formule de Taylor, P = >,
k I
b) <%> (0) = 6,4, donc ‘-’If— l—‘ S, 6361 = 6.
c)X"=n!- )’f—? est orthogonal a R,,_([X] = Vect<)]f—;(>k , donc
<n
dX", R,_1[X]) = |X"| = n!

2
d) (1 +X)”=2( )X Ek( )k'{,,d'ou 10 +30"% = Sy (7)) (Parseval). Pour
n=2:1+4+4=9

2
Réponse. Base orthonormée %= X dX",R,_1[X]) =n!; |(1 +X)”||2 = E((n z!k)') ]
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