Chapitre 6 - Espaces euclidiens 1

Plaquette 3 - Projections orthogonales,
distances et moindres carrés

Espaces euclidiens — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Projection orthogonale.
— pp(x) = 21. (x, e;)e; pour (e;) base orthonormée de F.
— Si F a pour base les colonnes de A : matrice de py
P=AA"A)'AT
.

— Droite Ru : P = IﬁITz ; hyperplan nt : P =1— —Iimllz'
u n

— Pythagore : |x|° = |p()|* + d(x, F)°.
— Un projecteur p est orthogonal = p symétrique = |p(x)|| < ||x|| pour tout x.

— Moindres carrés : min |AX — b|| est atteint pour A'AX =Ab.
- J

Correction de I'’exercice 1 - Projection sur une droite et sur un plan

a) lul® =9 et

; 122
Po=Ul —2(24 4
2 4 4
8 -2 -2 7 -4 -4
b)Pp=I-Pp=%( -2 5 -4 |etlaréflexionvautS=I-2Pp,=3( -4 1 -8
-2 -4 5 -4 -8 1

c) Ppx = %(1, 2,2) et Ppx = %(8, —2,—2). Contréle : la somme vaut (3,0, 0) et
(8,-2,-2),(1,2,2))=0 v.

Réponse. Pp, = %uuT, Pp=1-Pp; Ppx = %(1, 2,2), Ppx = %(8, -2,-2).

Correction de I’exercice 2 - Matrice de projection sur un plan donné par une
base

T, (21 . 1/2 -1 .
a)A A= <1 2>, d’inverse 3<_1 5 ) puis
2 =11
P= % “12 1
1 1 2
b) n = (1,1, —1) est orthogonal aux deux vecteurs ; I — ”T”T redonne la méme matrice.
c)PT=Pselit. P2 =AA"A)'(ATA)ATA)'AT = P. (Contréle : trP = 2 = dimF.)

2 —-11
-1 2 1 =I—%nnT,n=(1,1,—1).
1 1 2

Réponse. P = %
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Correction de l’exercice 3 - Projecteurs orthogonaux : trois caractérisations
a) (p(x), y) = (p(), py) + (y — p(W))) = (p(x), p(y)) car y — p(y) € kerp L Imp ; de méme
(x, p(y)) = (p(x), p(y)).
b) y € Imp, z € kerp : (y,2) = (p(y), 2) = (y, p(2)) = 0.
c) Sens direct : Pythagore. Réciproque : pour x =y + tz, p(x) =y, et
Iyl® < Ivl® + 2ty 2) + t]z]* Vte€R

— Le trindme 2t(y, 2) + 152||z||2 reste positif, ce qui impose (y,z) =0 : kerp L Imp.

Réponse. Orthogonal = symétrique = |[p(x)| < x|

Correction de I’'exercice 4 - Droite des moindres carrés

1

1 a
a)M = 1 ,X—<b>,Y—(1,3,4,4).
1

14 ©
6 4

W N~ O

b) M'M = < > et M'Y = (23, 12). Le systéme 14a + 6b = 23, 6a + 4b = 12 donne
_ _3
a=1, b 5

C) Résidusy (x; +3)
0 (- +1-1+2: 1+3

Somme nulle (orthogonal a la Colonne de 1) et

|| N[~

1
7 7’ 2
)=0v.
Réponse. y = x + g ; résidus i%, erreur quadratique 1.

-1 1
272
(- % Erreur quadratique minimale : 4 Xz = 1.

Correction de I’exercice 5 - Systéeme surdéterminé

a) Les deux premieres équations donnent x = y = % et alors 2x+y = ;t 2.
11 6 2
b)A=[1 -1 |, A"A = <2 3>, A'b = (5, 3). Equations normales : 6x + 2y = 5,
21
2x + 3y =3, d’ou
-9 4
=11 YT 7
1 1 9+1+4 _ 1
C) Résidus b — AX = ( 14’ —4 7) d’ou "AX b" =796 " 1a-
Réponse. (x,y) = (% %) erreur %l.

Correction de l'’exercice 6 - Approximation de I’exponentielle par une
fonction affine

a) Vu par Gram-Schmidt (|| X — %"2

5)-
b) (f, eg) = f(l)etdt = e — 1. Par parties, f(l)tetdt= 1, donc fé(t— %)etdt =1-e-1_-3-¢e
et (f,e1) =J/3(3 —e).
c) p(f) = (f,egleg + {f,e1)e; :
p(A(E) = (e — 1) + 6(3 — e)(t— %) ~1,718 + 1,690(t— %)
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Réponse. p(f) =(e— 1)+ 6(3 — e)(t — %)
Correction de l'’exercice 7 - Distance d’une matrice aux symétriques

T T
ayM=M+tM L M-M 4yecle premier terme dans S, et le second dans A, = S,f.

2 2
N
b) d(M, S,) = ML
T 1
C) M_ZM = <(11 0>, de norme V2. Pour H = I : la distance est la norme de la projection
sur RI,

(M, I)| _ |trM| _ 4
= =2 _2p
171l moo 2 2

Réponse. p(M) = MEM ;d(M, S,) =2, dM, H) =2/2.

d(M,H) =

Correction de I'exercice 8 - Un minimum par polynome orthogonal

a) aX? + bX + ¢ décrit R,[X].
b) Le minimum est atteint en p(X3) et Q= X3 - p(X3) est unitaire, orthogonal a R,[X].

- ! o=1_1,3_1_ 1_3,1
c)OnverlﬁefO =1-3+95 2—0 OfOtQ—— g ts— E—Oet
foPQ=1-3+3 1 =0 Puism= Q| = X3)-

0 6 10 7 20 60 -
- 1_.3.1,3.1_1.1__1
= * 20 4~ 2800

Réponse. Q = x° 3X2+§X—i-m=—.

Correction de l'exercice 9 - Pythagore et projection

a) X = pp(x) + (x — pr(x)), somme orthogonale.

b) Poury € F: x —y = (x — pp(x)) + (pp(x) — y) avec le second terme dans F, d’ou
Ix = yI* = do, F)* + () = ylI°

— minimal si et seulement si y = pg(x).

c)dix, F)=1*+2+3l

pr(x) = (-1,0,1)).
Réponse. x| = [p()]* + d(x, F)* ; |pz)] = /2.

= 2/3, donc [|p()|* = 14 - 12 = 2 et |p(x)| = V2 (en effet

Correction de I’exercice 10 - Symétrie orthogonale par rapport a une droite
de I'espace

-12 2
a)pp=+J,doncS=2]-I=1(2 -1 2
2 2 -1

b)S'=SetS*= %]2 - %]+ I= %]— %]+ I =1:S est orthogonale. Valeurs propres 1 (sur
D) et —1 (double, sur DL) :
detS=1x(-1)°=

c) S € SO(3), d’axe D (vecteurs fixes), ettrS = —-1 =1+ 2cosf donne 6 =11 : c’est le
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demi-tour d’axe D.
Réponse. S = %]— I;detS =1 ; demi-tour d’axe R(1, 1, 1).

Correction de I'exercice 11 - Somme de deux projecteurs orthogonaux
a) Pourx=y+z+wavecy€eF,z€G,we (FoG)": Pr(x) =y, ps(x) =z (car G L F et
w L F,G), donc (pp+ pg)(xX) =y + 2 = pggsX).

b) ¢*> = = pp+ Pg + PpPs + PgPr = q donne ppp; + psPr = 0. En composant a gauche puis a
droite par pg : ppP; + PpPsPr = 0 et pppsPr + PsPF = 0. Par différence, ppp; = p;Pp. Puis
2ppps = 0.

c) Poury € G : pg(y) = ppps(y) =0, donc y € F*
GCF*
Réponse. p, + p; projecteur = F L G, et alors pp+ p; = Ppg -

Correction de I’exercice 12 - Inégalité de Bessel sur des fonctions

I k k+1
a) Par parties : ffﬂtsin(kt) dt = [—WOTS”} +f Cozkt =201 ponc by, = 2E0D "
—II

k k
b) S _ bi=|f*=L1/" t2dt = 2L, soit
n
E 4 _ L
= k2
c) En divisant par 4 et en faisant n - +« : 2% < %2 (il y a en fait égalité, par Parseval).

_1h\k+1 2
Réponse. by = % ; Bessel : 2# =&

Correction de l'exercice 13 - Projection et matrice de Gram

a) x = XA f; L f; pour tout j s'écrit > Aif;, f) = (x,f)).

0 2

2 0
b)G=< >(Carfl_ltdt=0),et(X3,1)=0, (X°,X) = 2. Donc A9 = 0, A, =ﬂ=%;
3

p(x3) = %X

1
c) X° - %X est impair, donc orthogonala 1 ; et [ _, (t4 - %tz)dt =2_2_-90v,

Réponse. Equations normales GA = ((x,fj)) ; p(X3) = %X

Correction de I’exercice 14 - Distance a un sous-espace défini par des
équations

a) Ft= Vect(n,,ny) avecn; =(1,1,1,1) et n, =(1,-1,1, —1), orthogonaux (
1-1+4+1-1=0), de normes au carré 4.

b) {(a,n,) =10, {(a, n,) = =2, donc

_ 10 2. _
pFJ_(a) = Tnl - an = (2, 3, 2, 3)

— etd(a,F) =(2,3,2,3)| =26.

c) ppla) = a — ppi(a) = (-1, -1, 1, 1), qui vérifie bien les deux équations (0 et
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-1+1+1-1=0).

Réponse. p..(a) = (2,3,2,3) ; d(a,F) =26 ; ppla) = (-1,

-1,1,1).

Correction de I’exercice 15 - Synthese : régression parabolique

1 -1 1
00 1
a) 1 1 1 7’ ( IOI I3)I et
4 2 1
18
MM=|8
6
3 p=_1 ~_3
b) La résolution donne a = Z'b_ 55 € = 30
.19 3 17 61
c) Valeurs ajustées : 307 30” 20° 20 ° : résidus 50"
XiTj: — 1 +0+4 -3 — 2 =0; somme des x? r;

20 20
1+9+9+1 1

400 20°

21—0 Somme nulle ; somme des

4 _
50 0 v. Erreur

d) MX est le projeté orthogonal de Y sur le sous-espace ImM C R* des « vecteurs

paraboliques » ; le résidu est orthogonal a ce sous-espace.

Réponse. y = 3x2 — Lx + 3 ; erreur minimale ﬁ

4 20 20’
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