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Plaquette 4 - Applications linéaires
continues et normes subordonnées

Espaces vectoriels normés — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Continuité des applications linéaires.

— u continue < continue en 0 = bornée sur la boule unité = 3C, |u(x)|| = C|x||.
— Norme subordonnée et sous-multiplicativité :

Juf = sup 1l
M P

lue vl < full v

— Matrices : |A|l,, = max; >, |ay| (lignes), ||A||, = max; >, |a;| (colonnes),
"Allz = Omax(4).
— p(A) = ||A|| pour toute norme subordonnée.
— Neumann : si ||u|| <1 (espace complet), id — u est inversible, d’inverse Ek uk, et

id—u) Y <-—L
|(id — u) ||51_"u".

AN J

Correction de I'exercice 1 - La norme subordonnée a la norme infinie

a) |(AX)] = 3, laglixl = (31agl) IX1...
b) Soit iy réalisant le max, et x; = signe(a;,) (ou 1 si q;; = 0). Alors | X], =1 et
(AX), =3 lai,l-
c) Sommes des lignes en valeur absolue : 6, 5, 4. Donc
IAll.. = 6

— atteint pour X = (1,-1,1) : AX = (6, =5, —2).

Réponse. |A| = maxizj|aij| ; ici 6, atteint en (1, -1, 1).

Correction de l'exercice 2 - La norme subordonnée a la norme 1

a) >, |(AX),| = Ej|xj|2i|aij| < max; (E,-|sz|)||X||1-
b) Si j, réalise le max, Ae; est la colonne j,, de norme 1 égale a ce max, et |e; ||, = 1.

c) Sommes des colonnes : 3, 7, 5, donc ||A[|, = 7. Et
p(A) = 3,46 = min(7,6) =6

Réponse. |A|, = max; >, |a| ; ici 7.
Correction de I’exercice 3 - La forme linéaire intégrale

a) le(H] = f(l) If1 = Ill; = Ifl.. Avec f =1, égalité : |¢|| = 1 dans les deux cas.
b) |f(0)| = |Ifll.., égalité pour f= 1.
c) f,(x) =max (0,1 —nx) : |f,ll, = 21—n et y(f,) = 1. Le rapport
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lw(f)l

——=— = 2n
£ 114

— n’est pas borné.
Réponse. |¢| = 1 pour les deux normes ; y continue (norme 1) pour |||, pas pour |-|,.

Correction de l’exercice 4 - La dérivation n’est pas continue

a) X" =1 et nX"""| =n.

b) II%?SI")II = n n’est pas borné.

c) [D(P)]| = Pl = N(P) :
IDly_ py =1
— La continuité dépend des normes choisies : en ajoutant la dérivée dans la norme de
départ, on rend D continue.

Réponse. |[D(X")| = n : D non continue ; continue (norme < 1) pour N = |-| + |||

Correction de l'’exercice 5 - Opérateur de multiplication

a) |geIfe)| = gl Al .-
b) Avec f=1: [My1)] = ||g]...

c) |lgll, = g(%) = %. Sigf=Afavec f# 0, alors (g —A)f = 0 ; fne s’annule pas sur un

intervalle ouvert, sur lequel g = A, ce qui est impossible car g n’est constante sur aucun
intervalle :

Mgl = M, n'a pas de valeur propre

=

Réponse. |[M | = | gl ; ici 4, sans valeur propre.

1
4'
Correction de I’exercice 6 - L’opérateur de primitivation
a) [T = x|Ifll, = Ifll.., égalité pour f=1en x = 1.

b) |Tf(x)| = ||fll, pour tout x, d’ou |Tf]|, < ||f]l,. Pour f, d’intégrale 1 concentrée sur [O, %}

et positive, Tf, (x) = 1 pour x = % d’ou

ITfll, = 1=+ =1 =|f,l,
2 p% X2 , e _ _ 2 _1 2
c) [T f(x)| = ||f]|°°f0(x— t)ydt = S |Ifll., égalité pour f=1enx =1:|T7, =5 < [T]".

Réponse. |T| = 1 pour les deux normes ; ||T2||oo = %

Correction de I'exercice 7 - Formes linéaires sur R»

a) [p(9)| = X laillx].., égalité pour x; = signe(ay) : |l¢| = [al .
b) Pour |-[|; : [o(X)| = max|ai|2|x,-|, égalité en e;, : |@| = |a|,. Pour ||, :
Cauchy-Schwarz, égalité en x = a : |l¢| = |lal|,.

c)Poura=(1,-2,2):
lal, =5,  lal,=2, al,=3

Réponse. Normes duales : |¢| = |a||,, lall.. llal, ; ici5, 2, 3.
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Correction de I’exercice 8 - Evaluation d’un polynéme hors de I'intervalle

a) |IP)| = |ax2¥ = 2"N(P).
b) Egalité pour P = X" : p(X™") = 2" et N(X") = 1.

c) Sur R[X], % = 2" n’est pas borné : ¢ n’est pas continue. En dimension finie, |¢| est
finie mais

lolg iy = 2" =, +o°

n- o

Réponse. ||¢| = 2" sur R,[X] ; non continue sur R[X].

Correction de l'’exercice 9 - Opérateurs de décalage

a) S, = ull, et |[R@W)], = llull, ; égalités pour la suite constante 1.

b) R conserve la norme, et son image ne contient que des suites de premier terme nul. S
est surjective (S(R(v)) =v) et §(1,0,0,...) =0.

c) S°R =id mais R~ S(u) = (0, uy, uy, ...) # u en général. En dimension finie, SR = id
entrainerait

RS =id
— (un inverse a droite est un inverse) ; en dimension infinie, ce n’est plus vrai.
Réponse. |S| = |R|=1; SR=id #RS.
Correction de I’exercice 10 - Série de Neumann
a) ||Ak|| = ||A||k : la série converge absolument (dimension finie, donc complet). Le
télescopage est immeédiat.

b) AN*1 50, donc 1-4)3, _ A" =1 et

I-A7"=2)A
|| I=20A1" = 7=ty
0,8 ,3 7 . 7 N,
c) |All, = max(0,5; 0,5) =0,5.I-A = _01 0, , de déterminant 0,45, d’ou
0,6 0,3 ' o
I-A)"" 025<0 10 8> de norme « égale a 0, 495 =2=< T _10‘5 = 2 (égalité).
Réponse. (I —A)~' = S A¥ de norme = ToTAT ||A|| ;ici 2 = 2.

Correction de I'exercice 11 - Rayon spectral et normes

a) AX = AX, X = 0 : |Al|X] = |AX] = |A[IX]]-
b) p(N) =0 et |N]|, = [N], = N[, = 1.
c) p(N) = 0 avec N # 0 : pas de séparation. Et

p(N+NT) = p<(1) (1)> =1>0=p(N)+p(N")

Réponse. p < ||| ; p(N) = 0 < 1 ; p n’est ni séparante ni sous-additive.
Correction de I'exercice 12 - Produit matriciel bilinéaire continu

a) Sous-multiplicativité. Continuité en (X, Yo) :
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XY - XOYO = (X - Xo)Y + Xo(Y - Yo)
— d’ou | XY — XoYo| = [|X = Xo[lIY]l + XY — Yol - O.
b) Par récurrence, xk = B(Xk - l,X) est continue ; puis combinaison linéaire.

X' = g%
s’annulant pas sur GL,.

Réponse. | XY| < |X||Y]l : produit continu ; X » P(X) et X X! continues.

com(X) : coefficients rationnels en ceux de X, de dénominateur detX ne

Correction de I’exercice 13 - Caractérisations de la continuité d’une
application linéaire

a) Il existe 6 > 0 tel que ||x|| = 6 = |u(x)|| = 1. Pour x # 0, y = -Z-x vérifie |ly| = 6, donc

|| ]
lu)| = 1, soit

luGall = Zixl

b) [[uC) —uW)| = [lutx =y = Clx =yl

c) Si u est continue, ||u(x)|| = C sur la boule unité. Réciproquement, si |[u(x)|| = M pour
x| = 1, alors par homogénéité ||u(x)| = M| x||.

Réponse. Continuité en 0 = |u(x)| < %||x|| = lipschitzienne ; équivaut a u(B) bornée.
Correction de I’exercice 14 - Norme d’un opérateur a noyau

a) [TA00| < S IK(x, B)]IE)] de < IIflI S IKGx, Dl dt.
b) fo(x+t)dt—x+ de sup enx=1.Avec f=1:Tf(x) —x+ , de norme— Donc

Im =3

c) Tfix) = xf(l)f+ f(l) tf(t)dt : 'image est incluse dans R[X]; T(1) = x + % et T(t) =2+
sont libres, donc ImT = R;[X].

Réponse. |T| = 3 ; ImT = Ry[X].

x 31
2 '3

Correction de I’exercice 15 - Synthese : un opérateur injectif non surjectif

a) |[TH)| = x|, + IA., = 2Ifl.., et T(1)(x) = x + 1 a pour norme 2 :
I = 2

1
b) Si T(f) = 0, alors xf(x) = —c avec c = fof constant. En x =0 : ¢ = 0, donc f(x) = 0 pour
x > 0, puis f(0) = 0 par continuité.

1 1
c) Si T(f) = g, alors g(0) = fof, soit f0f= 0, et xf(x) = Jx, d’ou fix) = 7 pour x > 0, non
prolongeable par continuité en 0. Contradiction.

d) T est injective, continue, mais pas surjective : en dimension infinie, le théoréeme du
rang n’a pas d’analogue.

Réponse. |T| = 2 ; T injective ; yx ¢ ImT.
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