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Chapitre 8 - Espaces vectoriels normés

Plaquette 2 - Normes usuelles : vérifications,
comparaisons, non-équivalence

Espaces vectoriels normés — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Pour montrer qu'une application est une norme, on vérifie séparation, homogénéité
et inégalité triangulaire ; la séparation demande souvent un argument (racines d’un
polyndéme, continuité, poids strictement positif). Pour comparer deux normes N, N,
on cherche des constantes avec N; < aN, et N, < SN, puis des vecteurs qui réalisent
les égalités (constantes optimales). En dimension infinie, pour montrer que deux
Ni(f,)
Ny(f,)
; les fonctions x", les « pics » triangulaires et les sin (nx) sont les exemples typiques.

Exercice 1 - Une norme définie par une valeur absolue

Sur R?, soit N(x, v)=|x+y|l+|x—y|.
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normes ne sont pas équivalentes, on exhibe une suite (f,) telle que

a) Montrer que N(x,y) = 2max (|x|, |y]).
b) En déduire que N est une norme et décrire sa boule unité.
¢) Comparer N avec [ ;.

Exercice 2 - Norme issue d’une forme quadratique
Sur R?, soit N(x, y) = x% + xy + y%.

a) Ecrire N* = X'SX et montrer que S est définie positive.
b) En déduire que N est une norme (euclidienne).
c) Déterminer les meilleures constantes a, B telles que af-|, = N = B||,.
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Exercice 3 - Une norme sur les fonctions de classe C*

Sur E = C'([0, 11, R), soit N(f) = |[f(0)| + |f]l...

a) Montrer que N est une norme.
b) Montrer que |f], = N(.
c) Montrer que N et |||, ne sont pas équivalentes sur E.
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Exercice 4 - Normes 1, 2 et infinie sur les fonctions continues

1 1 1/2
Sur C([0, 11), on considére |f], = [¢ Ifl, Ifll, = <f0f2> 1AL

a) Montrer que |fl; = [fl, = I]..-
b) Calculer les trois normes de f,(x) = x".

c) En déduire que les trois normes sont deux a deux non équivalentes.
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Exercice 5 - Les normes p sur R"

n p 1/p ’
Pourp=1etx € R, on pose ||x||p = (E [xi] ) (on admet que c’est une norme).

a) Montrer que x|, = ||x||p < nl/P|x].
b) En déduire que ||x||}D - x|, quand p — +oo.
c) Calculer ||(3, 4)||p pour p = 1, 2, et la limite.
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Exercice 6 - Normes sur les matrices
Sur M,(R), soit N(A) = max; ;|a;| et |A| = maxiEj|aU|.

a) Montrer que N(A) = |A|| = nN(A) et que ces constantes sont optimales.
b) Montrer que ||AB|| < ||A|/|B]|, mais que N ne vérifie pas N(AB) < N(A)N(B).
c) Les applications A ~ |trA| et A » p(A) sont-elles des normes ?
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Exercice 7 - Coefficients et norme uniforme d’un polynéme

Sur R,[X], soit N(P) = E |ax| (somme des valeurs absolues des coefficients) et
[Pl = sup_y 1;|PI-

a) Montrer que |P|| = N(P).

b) Justifier I’existence de C, avec N = C,|"||

c) Avec le polyndme de Tchebychev T3 = 4X° — 3X (| Ts|| = 1), montrer que C; = 7.
Que suggere T, pour C, quand n grandit ?
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Exercice 8 - Norme uniforme pondérée

Sur C([0, 1]), soit N(f) = sup, [0,1] lf)|e™.

a) Montrer que N est une norme.
b) Montrer que e !|f]., = N() < |f]...
c) Calculer N(f) pour f(x) = e?X et vérifier I’encadrement.
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Exercice 9 - Un poids qui s’annule

Sur C([0, 11), soit N(f) = J o x|f(x)] dx.

a) Montrer que N est une norme (le poids s’annule en O : justifier la séparation).
b) Montrer que N = || ,.

c) Avec f,(x) = max (0, 1 — nx), montrer que N et |-|, ne sont pas équivalentes.
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Exercice 10 - Suites a support fini

Soit E ’espace des suites réelles nulles a partir d’un certain rang, muni de
lull, = X ukl et Jlull,, = max |uy.

a) Montrer que |uf, < |u,.

b) Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes.

c) La suite u™ = (1, % . i,0,0, ) est-elle bornée pour |||, ? pour |||, ?
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Exercice 11 - Cas d’égalité dans I’'inégalité triangulaire

a) Pour une norme euclidienne, montrer que ||x + y| = ||x|| + ||ly|]| avec y # O si et
seulement si x = Ay avec A = 0.

b) Montrer que ce n’est plus vrai pour |||, sur R? (exemple).

c) En déduire que la sphere unité de |-||, contient des segments, contrairement a
celle de |-[|,.

- J

Exercice 12 - Une norme a boule hexagonale

Sur R?, soit N(x, y) = max (||, |y|, |x + V).

a) Montrer que N est une norme.

b) Décrire sa boule unité fermée et en donner les sommets.
c) Comparer N avec |-|,..

Exercice 13 - Des applications qui ne sont pas des normes

Les applications suivantes sont-elles des normes sur R??
a) Nl(X:JJ) = |Xy| .

b) Na(x, ) = (JIXT + VDT -

c) N3(x,y) = |x| + 2]y|.

Exercice 14 - Norme image par une application linéaire

Soit N une norme sur F et u:E — F linéaire.
a) Montrer que N » u est une norme sur E si et seulement si u est injective.
b) Application : montrer que P - |P(0)| + |P'(0)| + |P”(0)| est une norme sur R,[X].
c) Est-ce une norme sur R3[X] ?

Exercice 15 - Synthése : trois normes sur les polynomes de degré au plus 2

Sur E = R,[X], on considere |[P|| = supy, 1P| et M(P) = max(|P(0)|, P(3). |P(1)|>.

a) Montrer que M est une norme et que M =< |-|.
b) Ecrire P = P(0)L, + P(%)Ll + P(1)L, avec les polynomes de Lagrange, et en
déduire ||P|| = AM(P) avec A = supy, 1;(|Lo| + [L1| + |L2]).

c) Sachant que A = % (atteint en x = %), trouver P réalisant |P| = %M (P).

d) Conclure sur les constantes optimales.
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