Chapitre 24 - Espérance et variance 1

Plaquette 3 - Variance, covariance
et corrélation : calculs et structure

Espérance et variance — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Variance. V(X) = E| (X - EX)* | = E(X*) - E(X)?; V(aX + b) = a?V(X) ; V(X) = 0 = X
constante presque stirement.
Covariance (bilinéaire, symétrique, Cov(X, X) = V(X)) :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y)

v( 2 Xi> = 2 V(X)) + 2 D, Cov(X;, X))

i=1 i=1 i<j

— Indépendance = covariance nulle ; la réciproque est fausse.

CovX,¥) e [_1,1], et |p| = 1 si et seulement si Y = aX + b

— Corrélation : p(X,Y) = 75705

presque stirement.

— Regression : mina,bE[(Y_ aX — b)z} = V(Y)(1 — p?), atteint pour a = EYXY)

V(X)
Variance totale. V(Y) = E[V(Y | N)] + VIE(Y | N)].

AN J

Correction de I’exercice 1 - Variance d’une loi uniforme discrete
a) Avec >, _ k= ”(”+1) ety k2=nn+b@n+1)

6
— E(x) =241 etE(){):%gnJrl).

— Konlg-Huygens :

_(+1D@2n+1) _ (+1)°_(+D(n-1) _n2-1
VIX) = 6 4 12 )

2
b) Une telle variable s’écrit Y =a + h(X — 1), donc V(Y) = hZV(X) = h°0 15 1

c) Les valeurs 10, 15, ...,100 sont au nombre de n =19, avech =5 :
— V(Y) = 25 x 360 = 750 et o(Y) =750 = 27,4.
— Controle n = 6 (dé) : % v.

Réponse. V(X) = "215 1 ;h2"2151 Lo =274,

Correction de l’exercice 2 - Covariance nulle sans indépendance
a) Par symétrie de la loi, E(X) = 0 et IE( ) = 0. Donc
Cov(X,Y) = IE(X3) ~EX)E X2) =0

b)PX=1,Y=4)=0alorsque PX=1)P(Y=4) =
pour cause, Y est une fonction de X).
c)SiX=1,etY=1p, alorsXY=1,,p5¢€t

: pas indépendantes (et

[\J|v—\
ooI»—\

1«
4
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Chapitre 24 - Espérance et variance 2

Cov(X,Y) = P(ANB) - PA) P(B)

— Covariance nulle équivaut a l'indépendance de A et B, donc de leurs complémentaires,
donc des variables X et Y (quatre égalités sur les quatre valeurs du couple).

— Lecon : la covariance ne mesure que la dépendance affine ; elle ne caractérise
I'indépendance que pour des variables a deux valeurs.

Réponse. Cov = 0 mais dépendance ; pour des Bernoulli, Cov = 0 © indépendance.
Correction de I’exercice 3 - Covariances de la loi multinomiale

a) N, = Eln: 14, et Ng = 2;; 1 15, ol A; (resp. B)) est I’événement « le lancer i (resp. j)

donne 1 (resp. 6) ». Par bilinéarité :
— sii#j, les lancers sont indépendants : Cov(1,, 1) =0;

ii=i =0 - =0—-1lx1l_-_1
— sii=j,AiNB;=@ :Cov=0 6 %6 36
Cov(Ny, No) = —35
b) V(N1)=V(N6)=nx%x%=g—, donc p = E,ffgg:‘% indépendamment de n.

6 .
¢) >, - 1 Nk = n est constante, donc pour u =(1,...,1) : u'Cu = V(Eka) = 0. La matrice
C, symétrique positive, a un vecteur isotrope, donc u € kerC : elle est singuliere.

Réponse. Cov(N;, Ng) = —3—”6, p= —% ;(1,...,1) € kerC.
Correction de l'exercice 4 - Meilleure approximation affine

a) D’apres I’écart quadratique minimal, ]E[(Z - b)z} est minimal pour b = E(Z). Avec
Z=Y—-—aX:b =E(Y)—aEX), et le minimum vaut V(Y — aX).
b) On développe :

V(Y — aX) = V(Y) — 2aCov(X, Y) + a*V(X)

A . _ Cov(X,Y)
Trindme en a, minimal pour a = N
. , _ CoviX,Y)* _ o
Minimum : V(Y) Voo - V(Y)(l o )
c) Cov(Dq,Y) =V(D,) = :{’—g donca=1etb=7-— % = % : la meilleure prédiction est
D, + 3,5.
— Erreur résiduelle : 3—65(1 - %) = % = V(D,) v — ce qu’on ne peut pas prévoir, c’est
exactement le second dé.
Cov(X,Y)

Réponse. a = , b = EY — aEX, minimum V(Y)(1 — p?) ; prédiction D, + 3,5.

V(X)

Correction de l'exercice 5 - Corrélation du maximum et du minimum de
deux dés

a) Mm = DD, (le produit ne dépend pas de 1’ordre), donc par indépendance
2
EMm) = () =42,

b) BM = ) = 2451, done B(M?) = 553, K2k = 1) = T et
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2
_ 791 _(161\* _ 28476 — 25921 _ 2555 _
VM) = -5 ( 36 ) 1296 1206 ~ 1971

— Symétrie : (7 —D,,7 — D,) a méme loi que (D, D,) et 7 — M est le minimum de ce
couple, donc m a méme loi que 7 — M, et V(m) = V(M).

c) Cov(M, m) = % 161 x91 _ 15876 —14651 _ 1225 _ 0,945, d’ou

1296 1296 ~ 1296
_ 1225 _ 35 _
p(M,m) = 5555 = 73 = 0,48

— Interprétation : un grand minimum force un grand maximum ; la corrélation est
positive, mais loin d’une relation affine.

Réponse. E(Mm) = 44—9 ; V(M) = % ;P = % = 0,48.

Correction de I'exercice 6 - Variance du nombre de descentes

a)AiNA; 1 ={o(i))>0o(i+1)>0(i+2)}:un seul des 3! = 6 ordres relatifs
équiprobables, donc

1__ 1

4 12

b) Si |i —j| = 2, les paires de positions {i,i + 1} et {j,j + 1} sont disjointes ; les ordres
relatifs dans chaque paire sont indépendants (les 4! ordres des quatre valeurs se
répartissent également), donc P(A; N A) = % et la covariance est nulle.

Covl(la, 1a,) = & =

c) Variance d’une somme : n — 1 variances égales a % et n — 2 paires adjacentes :
_n-—1 _ _1\_n+1
VD) = M7l 4 2= 2)(— ) = 1
n dirac 1 4 1 2 8
— Controle n = 3 : D vaut 0, 1, 2 avec probabilités 556 EMD) =1, ]E(D ) =&

vD)=1=24 .

n+1
12

Réponse. —% pour des descentes voisines, 0 sinon ; V(D) =

Correction de l'exercice 7 - Variance du nombre de cycles

a) Linéarité : E(C,) = EZ Ll — . Les B, étant indépendantes, les covariances sont

=1k
nulles :
i 1 1 i 1
" k=1k k " k=1k2
— 4. _ 25 4 1 _ 205 _ 300—-205 _ 95
b)Pourn—4.H4—ﬁetEk=1?—ﬁ,doch(C4)— 2200 = 95
2
— Contréle direct : E(Ci) =6+44454+16 -5, et 5 - (%_g) = 720-625 - 35

c)H,~Innet E# - %2, donc V(C,) ~ Inn.

— Conséquence (Tchebychev) : 1161‘7;1 — 1 en probabilité — une grande permutation a

« environ Inn » cycles.

Réponse. V(C,) = H,— >, _ n# ~Inn; 194—54 pour n = 4.
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Chapitre 24 - Espérance et variance 4

Correction de l’exercice 8 - Portefeuille a variance minimale

a) Posons ¢ = Cov(X, Y) = poxoy = —0,03. Par bilinéarité :
v(t) = t202 + 2t(1 — H)c + (1 — %02
b) V/(t) = 2to% + 2(1 — 2t)c — 2(1 — t)o% = 0 donne

2 _
02+02—2c 0,04+0,09+0,06 0,19

— Le dénominateur vaut V(X —Y) > 0 : c’est bien un minimum, et t* € [0, 1].
o%0%—c? _ 0,0036 — 0,0009

= =~ 0,0142, soit un écart type = 0,119.
0%+ 0% -2 0,19 P

— Valeur: v(t") =

c) L’actif le moins risqué seul a un écart type de 0,2 : la diversification réduit le risque de
40 % environ, grace a la corrélation négative.

12

16 = 0,63 ; écart type minimal = 0,119 (contre 0,2 et 0,3).

Réponse. t* =

Correction de I'exercice 9 - Somme d’un nombre aléatoire de termes

a) Sachant N =n, S alaloide X; + -+ + X, (indépendance de N et des X) :
E(S|N=n)=npuetV(S|N =n) =ns?

b) Espérance totale : E(S) = E(Nu) = Au. Variance totale :
V(S) = E(Ns?) + V(Np) = E(N)s? + p>V(N)

— Pour une loi de Poisson, E(N) = V(N) = 2 : V(S) = A(s2 + p?) = A E(X%).

c) E(S) = 100000 € ; V(S) =50 x (2250000 + 4000000) = 312500000, soit un écart type
~ 17678 €.

— Lecture : I'incertitude sur le nombre de sinistres (11%24) pése plus que celle sur leur
montant (s%2).

Réponse. E(S) = Ap, V(S) = A(s? + p1?) ; 100000 € et écart type = 17678 €.

Correction de l’exercice 10 - Variance totale : un dé puis des pieces

b) V(X |N) = % Variance totale :

w0 () +v(§) - 2+ B2 -

=l

o7 et une variance

c) Une binomiale B(6, p) d’espérance 1,75 a p

7 17 _ 119 _
6><24><24 T 1,240.

— Interprétation : le tirage préalable de N ajoute le terme V(E(X | N)) : un mélange est
toujours plus dispersé que la moyenne de ses composantes.

Réponse. E(X) = % cV(X) = % ~ 1,60 (contre = 1,24).

Correction de I'exercice 11 - Variance d’un produit de variables
indépendantes

a) X% et Y? sont indépendantes, donc ]E(XZYZ) = ]E(Xz)]E(Yz), et E(XY) = EX)E(Y). En
notant p, v les espérances et a, b les variances :
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Chapitre 24 - Espérance et variance

V(XY) = (a + p?)(b + v?) — p?v? = ab + av? + bu?

b)a—b—35etu =%
. 1225 @ — 1225+10290 _ 11515 _
V(DlDz) 44 + 2 X 2 4 144 144 79,97
— Controle direct : IE(DZ) 96 donc IE(DlD ) = 8%21 et
— 8281 _ 2401 _ 33124-21609 _ 11515
V(D1D7) = Z55 16 144 =1z 7

— Piege : V(XY) = V(X)V(Y), méme pour des variables indépendantes ; I’égalité n’a lieu
que si les deux espérances sont nulles.

Réponse. V(XY) = ab + av? + bu? ; 11215 =~ 79,97 pour deux dés.

Correction de I'’exercice 12 - Variables échangeables : une covariance
bornée

nn-1)
2

V(2X1>=n02+n(n—1)020

i=1

a) Variance d’une somme avec paires :

0.2

-1
corrélées négativement.

— D'ouc = — - : des variables nombreuses ne peuvent pas étre toutes fortement

b) On tire toutes les boules : EiA,» = m est constante, de variance nulle, doncily a
égalité dans a).

— Vérification : g% = (1 — ) et

mm=1) m?__mn-m) _ __ g*
2

“Tan-1 nn-1) n-1

— Lecture : c’est la covariance la plus négative possible pour n variables échangeables ;

elle explique le facteur de correction %: ’11 de la loi hypergéométrique.

Réponse. c = — nU_ avec égalité pour I'urne vidée sans remise.

1 7
Correction de I’exercice 13 - Corrélation égale a 1

a)”=2>§3=1'

b) Bilinéarité :

v(Y— %X) — V(Y) — 3Cov(X,Y) + %V(X) —9-184+49=0

— Une variable de variance nulle est presque siirement constante, égale a son
espérance 5 — % = % Donc Y = %X + % presque stirement.
3, ey COV(X,Y)
— Le coefficient 5 n'est pas devineé : c’est N
c) Non : Cauchy-Schwarz impose |Cov(X, Y)| = o(X)o(Y) = 6. Avec 7, on trouverait
V(Y-7X)=9-245+1225= -3,25 < 0, absurde.

, la pente de régression.

Réponse.p=1;Y = %X + % p.s.; Cov = 7 impossible (variance négative).
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Correction de I’exercice 14 - Covariance et indépendance de fonctions

a) f(X) et g(Y) sont indépendantes et bornées, donc E(f(X)g(Y)) = E(fAX))E(g(Y)).
b) On choisit des indicatrices f= 13 et g =14 :
0=Cov(lix=x} liy=y}) =PX =x,Y=y) —PX =x) P(Y = y)

— C’est la définition de I'indépendance de X et Y.

c) Cov(X,Y) = E(X|X]) — 0 = 0, mais avec f(x) = x’ et g(y) = y :

Cov(X* IX|)=V(Xp=2-4=2=0.

— Lecon : I'indépendance, c’est la covariance nulle de toutes les transformées, pas
seulement de X et Y.

Réponse. Indépendance = Cov(f(X), g(Y)) = 0 pour toutes f, g bornées ; ici
Cov(X?, |X]) = 2.

Correction de I'exercice 15 - Synthese : estimer la variance sans biais
— —2
a) Konig-Huygens : ]E(Xlz) = 02 + p? et, comme V(X) = %2, ]E(X ) = %2 + 2.
- 2 o2 =2
b) On développe : >, (X,2 —-2XX+X ) => X/ —2nX +nX".

c) Par linéarité :

1

IE|:E (Xl- —}_()2:| =n(o? + p?) — n<072 + p2> = (n-1)o?

.2
— Donc S§* = nljz/l (Xi —X) vérifie ]E(SZ) = o2 : diviser par n sous-estime la

variance.

(X1 = Xy)°

dn=2:58°= .

et ]E[(Xl —Xz)z] = V(X; - X;) = 20% d'ou E(5%) = 0% = 35 v,

— Pourquoi n — 1 ? On mesure les écarts a X, qui est lui-méme ajusté aux données : on
« perd » un degré de liberté.

Réponse. ]E[E(Xl- —X)Z} =(n-10?;5 = 13-
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