=

Chapitre 24 - Espérance et variance

Plaquette 1 - Sommabilité, moments,
covariance et inégalités de concentration

Espérance et variance — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

On justifie I’existence d’'un moment par sommabilité, on calcule par transfert ou par
décomposition en indicatrices, on exploite la linéarité et la covariance, et on
conclut par Markov, Tchebychev ou Cauchy-Schwarz.

Exercice 1 - Existence d’une espérance

Soit X de loi P(X = k) = % pour k = 1. Déterminer c et dire si X admet une espérance.
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Exercice 2 - Formule de la queue

Soit X ~ G(p). Retrouver E(X) = % par la formule de la queue.
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Exercice 3 - Espérance par indicatrices

Dans le probleme des n lettres et n enveloppes mélangées, calculer I’espérance du
nombre X de lettres bien placées.
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Exercice 4 - Variance d’une somme

Soient X3, ..., X,, indépendantes de méme loi, d’espérance u et de variance 2.
Calculer espérance et variance de X = %EX,
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Exercice 5 - Covariance

On lance deux dés ; soit S la somme. Calculer Cov(D,, S) ou D; est le premier dé, puis
le coefficient de corrélation.
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Exercice 6 - Covariance dans un tirage sans remise

On tire n boules sans remise dans une urne de N boules dont m rouges. Calculer E(X)
et V(X) pour X le nombre de rouges obtenues.
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Exercice 7 - Inégalité de Markov

Soit X = 0 d’espérance 3. Majorer P(X = 12), puis comparer a la valeur exacte si
X ~ P(3).

Vs
-

Exercice 8 - Bienaymé-Tchebychev

Un sondage interroge n personnes ; la proportion observée est F,. Combien faut-il de
personnes pour que P(|F,—p| = 0,03) = 0,057
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Exercice 9 - Moments factoriels

Soit X ~ B(n, p). Calculer E[X(X — 1)] et en déduire V(X).

Exercice 10 - Cauchy-Schwarz probabiliste

Démontrer que |Cov(X, Y)| = o(X)o(Y) et préciser le cas d’égalité.
G J

Exercice 11 - Espérance conditionnelle

Soit N ~ P() et, sachant N = n, X ~ B(n, p). Calculer E(X) par conditionnement.

Exercice 12 - Un moment d’ordre 2 entraine une espérance

Soit X une variable aléatoire discrete réelle.
a) Montrer que si X?* admet une espérance, alors X aussi, et que ]E(X)2 = IE(XZ)
b) Soit X de loi P(X = k) = % pour k = 1. Montrer que X admet une espérance mais

pas de variance.

Exercice 13 - La variance comme écart quadratique minimal

Soit X admettant un moment d’ordre 2, d’espérance u. Pour a € R, on pose

fla) = ]E[(X - a)z].

a) Montrer que f(a) = V(X) + (u — a)®.
b) En déduire le minimum de f et ou il est atteint.
c) Application : X est le résultat d’un dé équilibré. Calculer f(3) et f(3,5).
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Exercice 14 - Moments d’une loi de Poisson par transfert

Soit X ~ P(A) avec A > 0.
a) Calculer E[X(X — 1)] et en déduire V(X).

b) Calculer ]E(X_1|_ 1 )

1 1
c) Comparer ]E(X+ 1) et EQX) +

- J

Exercice 15 - Synthése : jeu de pile ou face

On lance une piece équilibrée n fois. Soit X le nombre de changements (un lancer
différent du précédent).

a) Calculer E(X).

b) Calculer V(X).

1 pour A = 2.
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