Chapitre 16 - Fonctions vectorielles 1

Plaquette 4 - Courbes paramétrées : études
globales, aires, longueurs et cinématique

Fonctions vectorielles — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

. 1 / g
Longueur et aire. Pour une courbe de classe C” sur [a, b], fermee et simple pour
I’aire :

b b
L=fa x’2+y'2dt, A=%fﬂ(xy’—yx')dt

Polaires. Pourr=r0) : |f|> =2+ r’etA = %fr2 de.

Cinématique plane. Avec v = |f||, T, N le repere de Frenet et k la courbure :
f = VT + kv?N ; le centre de courbure est f+ %N .

- J

Correction de I'exercice 1 - L’astroide

a) f(t) = 3costsint(—cost,sint), nul pourt € %Z : quatre points singuliers (%1, 0), (0, £1)
(rebroussements).

b) |Ifl = 3| costsin L“l\/cos2 t + sin®t. Par symétrie,

/2
L =4f0 BCostsintdt=4.%=

c) xy — yx = cos3t- 3sin’tcost + sin’t- 3cos?tsint = 3cos?tsin’t = %sin2 2t, d’ou
_ 1 (%73 2 _3
A=2[, gsin”2tdt = 3m.

3

Réponse. Quatre rebroussements, longueur 6, aire 5

Correction de I'’exercice 2 - La cardioide en polaires

a) f=r(cosH,sinB), f =r'(cosh,sinf) + r(—sin b, cosO), d’ou
171> = %+ r*=sin”6 + (1 + cos6)* = 2 + 2 cos O = 40082%

b) IfIl = 2COS% sur [—m, ], et

II I
L= f_HZCosng = [43111%}_”: 8

)A=1[" (1+cos0)’do=1@m+0+m=30

3

Réponse. |f| = 2| cos%| ; longueur 8, aire <.

Correction de I’exercice 3 - Courbe de Lissajous et symétries

a) f(—t) = —f(t) ; flm —t) = (—sin2t,sin 3t) ; fir + t) = (sin 2t, — sin 3t).
b) On étudie sur [O, %} on complete par la symétrie d’axe Oy (via m — t) pour [% H], puis

par la symétrie d’axe Ox (via m + t) pour [, 211] :

[0,2m] = [0, %} U [%H] U [m, 211]
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Chapitre 16 - Fonctions vectorielles

c) f(t) = (2cos2t, 3cos 3t). Tangente horizontale : cos3t =0, t = 6 ou 5 (avec cos2t # 0) ;
tangente verticale : cos2t =0, t = %.

Reponse Etude sur [0, Z], puis symétries d’axes Oy et Ox ; tangentes horizontales en

verticale en Z

6[
21

Correction de l'exercice 4 - Branches infinies

a) Quand t - 1, x et y tendent vers I’ infini, Y =t -1, et

342
y—x=tt:§ =t —1

donc la droite y = x + 1 est asymptote.
b) x ~tety~t*: % — +o, branche parabolique de direction Oy.

cy—-kx+1)= t2—1= (t—1)(t+ 1) : positif pour t - 17" (courbe au-dessus), négatif pour
t—>1 (en dessous).

Réponse. Asymptote y=x+ 1 ent — 1 ; branche parabolique de direction Oy en + .
Correction de l’exercice 5 - Aire d’une ellipse et formule de Green
b ., , b . N , , o eas
a) fa (xy + yx’) = [xyl, = 0 pour une courbe fermeée, d’ou I xy = = [yx et I'égalité.
b) xy' — yX' = abcos?t + ab sin’t = ab, donc A = % - 2mab = mab.

c) f(—1) = f(1) = (0, 0) : la boucle est fermée. Avec A = ‘filxy’ dt‘ ety = 3t2 -1

1 1
2 2 _ 4 _ 442 _6_38 - 8
Jo@-ver-va=J_ et -at+na=2-3+2-8
8
alre15
Réponse. Ellipse : mab ; boucle de (t2 -1, t3 — t) : —185.

Correction de l’exercice 6 - Accélération tangentielle et normale

a)f =(1,2t), v=\1+4t?, v =4t

V1 +4>
_det(f.f) _ 2 S 1iv=4
b) x V3 1 +atd)° % Ent=1:v J5 et
K =2 .5=2
5/5 /5

f =02, IfI°=4ei8+2=a

Réponse. En t = 1 : accélération tangentielle 4 normale -2, de norme totale 2.

/5’ /5
Correction de I’exercice 7 - Développée de la parabole

(1,21 _(=2t,1) 1 _ (1+4th)’?

et N = ;
1 +ae% \/1+4t x 2

b) LN = %(—2& 1), donc

a)T =

cw = (t-t-at’t? + L+ 2e?) = (-4’ 367 + 1)
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1

c) Avec X = —4t3, Y — % 3t?: (Y— 5) =27t% = 27X parabole semi-cubique avec un

rebroussement en (0 ) centre du cercle osculateur au sommet (rayon 1)
Réponse. C(t) = (—4t , 3t + %) : parabole semi-cubique (Y — %) = EX ; au sommet,
centre (0, l).

Correction de I’exercice 8 - Spirale d’Archimede

a)r2+r?>=02+1,donc L = [, "1 +6%do.

b) Avec 0 = shu : [ch’udu = % soit

o1 +6% + argsho

Jl1+6*de = X

2m/1 + 4m? + argsh(2m)
2

doul = ~ 21,256.

_ 1 (200 _ 2m° _ 4’
c)A=2[,07d0 == =4,

Y 3
2m'l +4H2+ argsh2m _ ~ 21,26 ; aire 4%

Réponse. L =

Correction de I’exercice 9 - Cardioide comme épicycloide

a) f(t) = 2(—sint + sin 2t, cost — cos 2t) et

||f||2 =4(2 —2(sintsin2t + costcos 2t)) = 8(1 — cost) = 16 sinZ%

2
b)L = fo 4sin%dt = 16 ; seul point singulier : t = 0, point (1, 0) (rebroussement).

c) Le centre du cercle mobile parcourt le cercle de rayon 2 (2e™), et le point tourne
autour de lui a vitesse double (—e?") : f = 2e'* — %! en complexe. C’est une cardioide, de
longueur 16 (le double de celle de la cardioide r = 1 + cos 6, qui est la méme courbe a
I'échelle 1 pres).

Réponse. ||f| = 4] sin%l, longueur 16, un rebroussement en (1, 0).

Correction de l’exercice 10 - La tractrice

a)f()y=(1--1 ,—Sht>= sht (sht, —1), donc
) f ) ( ch’t ch’t chzt( )
IF @) = Sh—hztdshzt +1 =tht
ch't

b) P(t) = f(t) + A(sht, —1) avec une ordonnée nulle : A = Tt Distance :
All(sht, —1)] = <ht =

c) La tangente pointe toujours vers le maitre, situé sur I’axe a distance 1 : la tractrice est
la trajectoire de 1'objet trainé.

Réponse. |f|| = tht ; le segment de tangente jusqu’a I’axe a une longueur constante 1.
Correction de I’exercice 11 - Points doubles et tangentes

a)s®=t*ets#timposents = —t; puis —t>+t=1t>—t, soit t> =t, t = 1. Point double

flx1) =(1,0).
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b) f(t) = (2t, 3t? — D:f(1)=(2,2) et f(—1) =(-2,2), d’ou les tangentes de pentes 1 et —1
y=x-1, y=—x+1

oy = 3t2-1=0 pourt = (et x’ = 2t # 0), d’ou les points ( il), symétriques

J— 37 3/3

par rapport a Ox (la courbe l'est, via t = —t).

Réponse. Point double (1, 0) pour t = 1, tangentes y = £(x — 1), tangentes horizontales
1 = 2
en (%, * ).

3/3

Correction de I’exercice 12 - Paramétrage par l’abscisse curviligne

a) |l = sin®t + cos?t + 1 =2, donc s =2 ¢.

b) g(s) =f<%) (COSE, sm% T) et |g'(s)| = ol ||f|| =1.

c)g'(s) = —%(cos % sin % 0), de norme

x=lg’s) =1

1

conforme a > aveca = 1.
1+a

Réponse. s =2t ; g(s) = f( =) ; courbure |g"| = %

Correction de l'exercice 13 - Longueur de la chainette
a) [If]l = V1 + sh®x = chx, donc
a
L=J_ chxdx = 2sha

b) " = (0,chx), det(f,f’) = chx, k = % = 1112 ; au sommet (x = 0), rayon 1.
X cn x

c) Rayon % = ch®x, qui est aussi le carré de I'ordonnée : propriété caractéristique de la
chainette.

2
L_ rayon de courbure ch’x.

ch®x

Réponse. Longueur 2sha, courbure

Correction de I’exercice 14 - La lemniscate de Bernoulli
a) f(—t) = (x, —y) : symétrie par rapport a Ox. Comme cos (i1 —t) = —cost et
sin (T — t) = sint, on a flm — t) = (—x, —y) : symétrie centrale. On étudie sur [0, %}

b) cost = 0 annule les deux coordonnées : t = +H donnent l’origine.

c) Au voisinage de t = 2,

ety (5) = (~4,4). Bn —F scost = st = =1 1= (4.-8).7(-5) = (3.-3).

Tangentes :

I - ~ — ~ ~(=h _h
avech =t 5 1 Cost = sinh h, sint=1, d'ou f= (2, 2)

y=x et y=-—

Réponse. Symétries par rapport a Ox et a I’origine ; point double en O (t = %)
tangentes y = *+x.
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Correction de I’exercice 15 - Synthese : le folium de Descartes

_ 270+ _ 2788

34,3
a) x° + = 3xy /.
) Y (1+1t%° (1 +t3? Y

_ 3t +¢t) _ _ 3t -3 _ _ _ )
b)x+y= s _1—t+t2_)T_ 1 quand t — —1, alors que x, y = £« : asymptote
x+y+1=0.

Cc) x ~ t—32 y~ % : f— 0. Ent = 0, tangente dirigée par f(0) = (3, 0) (axe Ox) ; quand

<

t— xw, ¥ =t — o :tangente Oy.
d) y = tx donne y = x + tx/, d’ou xy' — yx' = x? et

1[*"_of? 1 3 17" _3
A:— —d —_— — — —_——
270 (1 +¢%? 2[ 1+t3]o 2

Réponse. Asymptote x + y+ 1 = 0, point double a I'origine (tangentes Ox et Oy), aire de
la boucle %
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