Chapitre 16 - Fonctions vectorielles 1

Plaquette 5 - Problemes de syntheése : cinématique
et équations différentielles vectorielles

Fonctions vectorielles — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Dérivations utiles. (fA g) =f Ag+fAg ; (If]) ‘ﬁ}}{[’,(lhff")="fﬂ |]|Cﬂj|p)f

Double produit vectoriel. a A (b A ¢) = (a,c)b — (a, b)c.

Coordonnées polaires. Avec u, = (cos0,sinf) et ug = (—sin6, cos0) :
f=ru, f=ru-+ruy f =0 —r0>u,+ 2re +rM)u,

- J

Correction de I’exercice 1 - Lois de conservation du probleme de Kepler

a)C =fANf+fAf"=0- f'\f =0.SiC=0, (f,C) =0: freste dans le plan orthogonal a C.

TN
(f) W BF)
b)E = ) + = =
: .7 A IA° ||ﬂ|3
1
c) — il = E <0, donc

I = g

le mouvement est borné (états liés).

Réponse. C=fAf etE = 5 ||f|| sont conservés ; siE <0, |f] =

Ilﬂl IE I
Correction de I’exercice 2 - Orbites circulaires et troisieme loi de Kepler
’ 2 f f 4 ey 7 . . 2 1
a) f' = —w*fet —— = ——= : égalite si et seulement si w* = —=.
MmO T T TR R
b) T=20_— 211R3/2 soit
T? = 41°R®

(le carré de la période est proportionnel au cube du rayon).
-1/2 L1 L
W =Ro=R donCE_ﬁ R ="3r;C=fAf=R°wes=JRes.

Réponse. w’R’> =1, T’ = 4r°R°, E = -1, C = |R es.

Correction de I'exercice 3 - Chute avec frottement linéaire

a) v + kv = —ge; : solution v(t) = e v, — %(1 - e_kt)e2'

b) En intégrantde O a t :
_l-e™ _g(,_1-e™
f(t) - k Vo k (t k )ez

-kt
c) v(t) » —%ez (vitesse limite verticale). L’abscisse vaut % 4 . le projectile ne

dépasse jamais l’ab501sse , alors que sans frottement elle croitrait 1ndeﬁn1ment
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—kt

Réponse. v = e ‘ty, — —(1 —e kt)e - —%ez ; abscisse limite 4

Kk

Correction de I’exercice 4 - Particule chargée dans un champ magnétique

) LIFI% = 2f AB,F) = 0 et L(f, e5) = (F A B, e5) = wif Aes,ez) = 0.

b) v A wes = w(vy, —vy,0). Avec w = v; +iv, : W = —iww, donc w = wye !, et v; est
constante.

c)f=fy+ <“’VT°(e"""t - 1), v3t> en identifiant C au plan horizontal : mouvement circulaire

de rayon

_ |wol
T w

a vitesse angulaire w, combiné a une translation uniforme selon ej : hélice.

Réponse. Vitesse de norme constante, composante verticale constante ; hélice de rayon
w . .
% (vitesse horizontale sur w).

Correction de I’exercice 5 - Systeme affine et équilibre

a)g =f =Af+b=A(f+A"'b) =Ag, d’ou g(t) = exp (tA)g(0).
b) exp (tA) = Pdiag(e’\it)P_1 - 0, donc f(t) - —A_lb, I'unique équilibre.
c)—A"'b=(1,2) et
fity = (1-e™,2-2e7) —(1,2)
Vérification : fy' = e '=—f,+1 v, f, =4e = -2f, +4 /.
Réponse. f = exp (tA)(f, +A_1b) —A_lb, convergence vers 1’équilibre A ; exemple :
(1—e™52—2e™%).

Correction de l'exercice 6 - Courbes coupant les rayons sous un angle
constant

a) f =ru,+ rug : dans la base orthonormée (u,, ug), les composantes sont r’ et r, donc
tana = L.
r

b) ’% = ta}1 5 = C constante : r = roe (spirale logarithmique).

o) IfFIl =Vr? +r2 = 1 +¢2, dot
L= f rol +c?e??do = r0,1+c A

=~ Cosa

longueur finie malgré une infinité de tours autour de I'origine.

Réponse. r = rye?/ @2 (spirale logarithmique), longueur jusqu’au pole Cosa

Correction de I’exercice 7 - La développante du cercle

a) f(t) = (—sint + sint + tcost,cost — cost + tsint) = t(cost,sint), de norme t.
T
b)L=[,tdt=

c) f(t) — (cost, sint) = t(sint, — cost) : orthogonal au rayon (cost, sint) (donc tangent au
cercle), de longueur t (longueur de fil déroulée), et

(t(sint, —cost), t(cost,sint)) =0
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la normale a la développante est tangente au cercle.

2
Réponse. f = t(cost,sint), longueur TT ; le fil tendu est tangent au cercle et normal a la
courbe.

Correction de I’exercice 8 - Les courbes de courbure constante

a)C=T+1lN=T-T=0.

b)|If-C| = ”%N” = % : fest sur le cercle de centre C et de rayon
1
R=%

c) T =0 : T est constant, f(s) = f(0) + sT, la courbe est un segment de droite.

1.

Réponse. f+ LN constant : courbure constante x > 0 = arc de cercle de rayon % ;

kK = 0 = segment.

Correction de I'exercice 9 - Dérivée colinéaire a la fonction
, t

a) g = exp(~[o2)(=2f+) = 0.

b) f(t) = exp (ng)f(O), avec un coefficient strictement positif.

c) Non en général : f(t) = (t3, |t|3) vérifie f(t) = (3t2, 3t|t|), colinéaire a f(t) pour tout t,
mais
flt) e Ru(1,1) (t > 0), flt) e RL(—1,1) (t<0)

la trajectoire change de direction en 0, ou f s’annule (A = % n'y est pas continue).

t
Réponse. f(t) = ef 0’\f(O) : trajectoire sur une demi-droite ; faux sans continuité de A (
(&, 1t1%)).

Correction de l'exercice 10 - Mouvement a vitesse de norme constante

a) %”f"z = 2(f,f"), nulle si et seulement si " L f.

b) Cercle : f = Rw(—sinwt, coswt) et f' = —waJ_ f. Hélice (cost,sint,t) :
((—sint, cost,1),(—cost,—sint,0)) =0

c) L’hélice : son accélération (— cost, —sint, 0) pointe vers I’axe, pas vers un point fixe.
Autre exemple : la clothoide parcourue a vitesse 1.

Réponse. |f|| constante = f* L f ; exemple non centripéte : I’hélice.
Correction de I'’exercice 11 - Distance minimale entre deux mobiles

a)f-g=(@t—-1,t—2),doncd® = (t—1)*+ (t—2)° = 2t*> — 6t + 5.

b) Minimum en t = % :

2
dmin=%+ =

d min

=l
21

[

1
J2
of-g=0Q,1)et(f- g)(%) = (% —%) : produit scalaire nul v (condition
L4 =2(f-g,f - g) =0).
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Réponse. d? = 2t> — 6t + 5, minimum -L en t =

V2

Correction de l’exercice 12 - Oscillateur harmonique vectoriel

N|w

a) Chaque coordonnée vérifie y” = —w?y ; la fonction proposée satisfait I’équation et les
conditions initiales, et la solution est unique.

b) f(t) = cosOf, + sinOw, avec 0 = wt et w, = % : image du cercle unité par I’application
linéaire injective (c, s) » cf,, + swy, c’est une ellipse centrée en 0.

c) L’aire est multipliée par la « mesure » ||f, A wy| (aire du parallélogramme construit sur
f()l WO) :

a||fy A voll

A =n|fy Awoll = —

- . 2n/w
(on le vérifie aussi par %fo IfAfl, avec fAf =f, Avy constant).

i . ) . a4y HlfgAVv
Réponse. f = cos (wt)f, + SBWLy . ellipse centrée d’aire M

Correction de I’exercice 13 - Courbe de Bézier quadratique
a) B(0) = Py, B(1) = P,, B'(t) = 2(1 — t)(P; — Py) + 2t(P, — P,), donc B'(0) = 2(P; — Py) et
B'(1) = 2(P, — P;) : la courbe part de P, vers P; et arrive en P, en venant de P;.

b) B”(t) = 2(P, — 2P + P,) est constant : B est une trajectoire a accélération constante,
arc de parabole (ou segment si cette accélération est colinéaire a la vitesse).

c) B(t) = (2t, 2t(1 —t)), d’ou avec x = 2t :

y=X(1—§>=X_X72' x € [0, 2]

Réponse. Tangentes PyP; et PP, aux extrémités, accélération constante : parabole ; ici

2
—_ _ X
y=x=.

Correction de I'exercice 14 - Vitesse et accélération en coordonnées
polaires

a) u, =0'ugy, ug = —0'u,.. Donc f = r'u,+ rl’uy, puis
f =ru.+rug+ (r0)ug—ro“u,
ce qui donne la formule.

b) La composante sur ug est nulle : 2r'0" + rf” = %(rze’)’ = 0, donc %0’ est constant (loi des
aires).

e o 2
c) f' = —Rw?u, : accélération dirigée vers le centre, de norme Rw? = "ﬁ.

Réponse. f' = (I — r0*)u, + L(r?0')uy ; force centrale = %6 constant ; cercle : —Rw?u,.

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : le vecteur de Runge-Lenz et les
coniques

a)f'AC = —%f/\ (fAf) = —%((f,f)f— r2f) = f_; - %ﬁ qui est exactement (;) (dérivée
d’un quotient, r = (f'rf )).

b)A’=f’AC+fAC'—(]—;>’=O, car C’ = 0.
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Q) (£.f AC) = (fAf,C) = [C|* (produit mixte), et <f, L;> -r

d) (f,A) = recos6, donc recosf = ||C||2 — 1, soit

2
N (8
1+ ecosfO

équation polaire d'une conique d’excentricité e et de foyer O : ellipse si e < 1, parabole si
e = 1, hyperbole si e > 1 (premiére loi de Kepler).

2
I€l

. _ _I =1
Réponse. A = f A C — % est constant et r = 1+ ecos0

: conique de foyer O.
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