Chapitre 18 - Intégrales a paramétre 1

Plaquette 1 - Continuité, dérivation
sous l’'intégrale et fonction Gamma

Intégrales a parametre — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Cadre. F(x) = [ fx,t)dt, avec x dans un intervalle J et ¢t dans I.

Théoreme de continuité. Si

— pour chaque x, t ~ f(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur ] ;
— pour chaque t, x » f(x, t) est continue sur J ;
— domination : il existe ¢ intégrable sur I, indépendante de x, avec |f(x, t)| = ¢(t) ;

alors F est continue sur J.

Théoreme de dérivation. Si, en plus,

of . . .
— ax existe et est continue en x, continue par morceaux ent ;

— domination de la dérivée : g—i(x, t)| = w(t) avec y intégrable ;

alors F est de classe C' et
, 0
Foo= [, Lo var

Domination locale. Il suffit de dominer sur tout segment [a; b] C J (ou sur un
voisinage de chaque point) : la continuité et la dérivabilité sont des propriétés
locales.

Fonction Gamma.
+o .
re)=Jf, " levtdt (x>0

— F(x+1)=xF(x);F(1)=1;F(n+1)=n!;F(%)=Jﬁ.

— T est de classe C” sur ]0; + [ et convexe.

Théoreme de convergence dominée (version suites) : f, — f'simplement, |f | < ¢
intégrable = [ fo— Ir

- J

Correction de I'exercice 1 - Continuité sous l'intégrale

— Définition : pourx=0ett=0,1+xt =1, donc
-t

<_¢€ < et
- 1+xt_e

— La fonction ¢(t) = et est intégrable sur [0; +«[ (d’intégrale 1) et ne dépend pas de
X : c’est notre domination.
— F est donc définie sur [0; + .
e—t
1+ xt
— Les trois hypotheses du théoreme de continuité sont réunies : F est continue.

est continue sur [0; +o].

— Continuité en x : pour t fixé, x —

— Valeurs particulieres : F(0) = f ; B e~tdt = 1, et F(x) » 0 quand x — +« (convergence
dominée).
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~t. F est définie et continue, avec F(0) = 1.

Réponse. Domination par e
Correction de l’exercice 2 - Dérivation sous l'intégrale

Définition. Pour x > 0, e est intégrable (décroissance gaussienne), et le changement
+ o0
u = t/x donne F(x) =%f0 e Wdy = JIL

2/x°
Dérivation. Fixons 0 < a < x (domination locale).
0 axt? g2, —xt?
aXe t°e .
— Domination sur [a; +] : ‘ t2e™’| < tze“’tZ, fonction intégrable et indépendante de x
v

— Le théoreme s’applique : F est C' sur 10; +oo[ et
=+
Foo=-[, tedt

Ex‘”z, donc F'(x) = —%X_?’/Z.

— Vérification par la formule explicite : F(x) = 5

o,

; . + o 2 —th
— On en déduit au passage fo te ™ dt = m
X

— Point crucial : la domination doit étre indépendante de x, d’ou la restriction a
[a; +o[ — sur ]O; +o[ tout entier, aucune domination globale n’existe.

It ) = —E

Réponse. F(x) = WK 4x3/2'

Correction de l'exercice 3 - Fonction Gamma

Convergence. Deux points a examiner.
— EnO:t" 'et~t*"! intégrable ®= 1 —x < 1, soitx > 0 v
— En 4wt let= 0<t1 ) par croissances comparées v

— I est donc définie sur ]0; + .

Relation fonctionnelle. IPP avec u' = e et v = t*
+ o0 . + 0
Fx+ 1) = [, tefat=[—t'e] " +x [, t*"'e~ldt

— Le crochet est nul : en 0 car x > 0, en +« par croissances compareées.
— Donc I'(x+ 1) = xI'(x).

— Conséquence : I'(1) = f;we‘tdt = 1, puis par récurrence I'(n + 1) = n! — I" interpole
la factorielle.
— Valeur remarquable : F(%) = = 1,7725 (via I'intégrale de Gauss).

Réponse. Définie pour x > 0 ; IPP donne I'(x + 1) = xI'"(x).

Correction de I’exercice 4 - Convergence dominée

— Limite simple : pour t fixé, % - 0, donc Tl - et
+ L
n
-t
— Domination : 1e r|=e "pourtousn=1ett=0,ete" estintégrable v
ta

— Le théoreme de convergence dominée s’applique :
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+ oo —t + o
: e _ —t —
n]lqlw fO H—Ldt = fO e 'dt=1

n

— Controle numérique : pour n = 100, I'intégrale vaut environ 0,99 v

— Role de la domination : sans elle, la limite peut ne pas passer. Exemple :
f, =nl. 1,y tend simplement vers 0 alors que J f, = 1 pour tout n.

Réponse. La limite vaut 1.

Correction de I'exercice 5 - Interversion série-intégrale
— Développement : pourt €]0; 1] S > t"
. e n=0" °
— L’intégrande devient En - (—t"Int), tous les termes étant positifs sur ]0; 1[.

— Interversion (série a termes positifs, théoreme de sommation terme a terme) :

[l=tg - S f:,(—t"lnt)dt

01—t n=0

1
— Calcul du terme général par IPP : [ ot"Intdt = —%.
(n+1)
. ’s A ]- — 1 = H_2
Donc l'intégrale vaut >, _ 1) Da =6

2
— Valeur: % ~ 1,6449.

— Controle numérique : une intégration numérique donne = 1,645 v

2
Réponse. % =~ 1,645.

Correction de I'exercice 6 - Equation différentielle vérifiée par F

Dérivation. %(e‘tzcos 2xt) = —215e‘t2 sin (2xt).

— Domination : ‘—Zte‘t2 sin 2xt‘ < 2te~t, intégrable et indépendante de x v
1 " +oo —t2 .

— Donc FestC' et F(x) = -2 [, te™" sin(2xt)dt.

IPP avec u’ = 2te~" (donc u = —e~%) et v = sin 2xt :

5 + + 2
Foo=[e"sin@x) | ~—2xJ, e cos(2xt)dt =0~ 2xF(x)

Résolution. F = —2xF donne F(x) = F(O)e‘xz.
— OrF(0) = [, e~tdt = VI

2
— Conclusion : F(x) = ge_"z.
— Controle : F(1) = 0,8862 x 0,3679 = 0,3260 ; I'intégration numérique donne la méme

valeur v
— Portée : la gaussienne est sa propre transformée de Fourier — ce calcul en est la
démonstration élémentaire.
II 2
JIT (2.

Réponse. F(x) = 5
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Correction de I’exercice 7 - Continuité d’une intégrale a bornes variables

— La fonction h(t) = Sl?t se prolonge par continuité en 0 avec h(0) = 1 (car sint ~ t).

— h est donc continue sur R.
— Le théoreme fondamental de I’analyse s’applique : G est de classe Clet

G =h(x)=30X (x20), G(0) =1

— Variations : G’ > 0 sur ]0; rf, puis change de signe a chaque multiple de m — G oscille
en convergeant.

— Maximum : atteint en x = 1, avec G(1) = 1,852 (phénomene de Gibbs).
— Limite : G(x) - % =~ 1,571 quand x —» + (intégrale de Dirichlet).

— Attention : ici ¢’est la borne qui varie, pas un parameétre dans I'intégrande — c’est le
théoréeme fondamental qui s’applique, pas celui de dérivation sous l'intégrale.

Réponse. G est c! avec Gx) = % (et G'(0) =1).

Correction de l'exercice 8 - Domination locale

— Valeur explicite : pour x > 0, F(x) = %

— Domination globale impossible : si |e"‘t| < @(t) pour tout x > 0, alors en faisant

x = 0" on obtiendrait ¢(t) = 1 pour tout t — et une telle ¢ n’est pas intégrable sur
[0; +oo[.
— Domination locale : sur [a; +»[ avec a > 0, on a e ™ < e~ %, intégrable v

— Cela suffit a conclure : F est continue (et C®) sur ]0; +«[, car la continuité est une
propriété locale.

—at

— Cohérence : F(x) = % — 40 en 07 — le théoréme ne pouvait pas s’appliquer jusqu’en

0, la fonction n'y est méme pas définie.
— Regle pratique : toujours annoncer « soit [a; b] C J, dominons sur ce segment » —
c’est la formulation attendue.

Réponse. Aucune domination globale n’existe ; sur [a; +»[, e ™ < e ™% suffit.

Correction de I’exercice 9 - Calcul par dérivation

X
Intégrabilité. En 0 'intégrande tend vers 0 ; en 1, % — X (taux de variation) —

fonction se prolonge par continuité, donc est intégrable sur [0; 1].

t* —1) tInt _ px
Int Int

— Domination sur [a;b] C]0; +«[ : |[t*| = 1, intégrable sur [0; 1] v

Dérivation. X (

1
Fe = [y trdt= 1o

Intégration. F(x) =In(x+ 1) + C.
— Constante : F(0) = fol_ldt—o etln1l =0, donc C = 0.
— Conclusion : F(x) =In(x+ 1).

— Controle : F(1) = f 0 t — 1 =—=dt devrait valoir In2 = 0,693 ; I'intégration numérique le

confirme v
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— Meéthode type : dériver sous l'intégrale pour simplifier I'intégrande, intégrer
I’équation obtenue, fixer la constante par une valeur particuliere.

Réponse. F'(x) = ler - et F() = In(x + 1).

Correction de I’exercice 10 - Régularité C-infini

P . (k) _rt- kyx—1_—t
Dérivées successives. Formellement, I'(x) = [ o (Int)"t"~ “e™dt.
— Domination sur [a;b] C]0; +x[ : pour x € [a; b],

(lnt)ktx‘le—f| < |Int*(t*7 Pt

— Cette majorante est intégrable : en 0 car |Int|t? ™' = o(t‘”z_ 1) avec § <1;en +o

par croissances comparées.
— Par récurrence, T est de classe C” et la formule ci-dessus est valide.

Convexité. I"(x) = [ (Int)’t* " letdt.
— L’intégrande est positif (carré) et non identiquement nul, donc I'’(x) > 0 : T est

strictement convexe.

— Conséquence : I' admet un unique minimum sur ]0; +«[, atteint vers x = 1,4616, ou
I' = 0,8856.

— Controle : I'(1) =T(2) = 1, donc le minimum est bien entre 1 et 2 v (Rolle appliqué a
).

Réponse. Domination des dérivées ; I'” > 0 car l'intégrande est un carré.

Correction de I’exercice 11 - Limite d’'une intégrale a parametre

— Limite simple de l'intégrande : pour t € [0; 1[, t* — 0 donc l'intégrande tend vers 1 ;

ent=1, il vaut %

— La limite simple est donc la fonction valant 1 sur [0; 1[ (le point t = 1 ne change pas
I'intégrale).
1 <

X —

— Domination : 0 =

1, et la constante 1 est intégrable sur le segment [0; 1] v

— Convergence dominée :

1

- At _ (g aq =

i oS =forar=n

— Controle numérique : pour x = 10, I'intégrale vaut environ 0,938 ; pour x = 100,
environ 0,993 v

— Remarque : sur un segment, la domination par une constante suffit toujours — c’est
le cas le plus simple d’application du théoréme.

Réponse. La limite vaut 1.

Correction de I’exercice 12 - L’intégrale de Dirichlet par un parametre
a) h(x, t) = e_"t% et a,h = —e'sint sont continues ; sur [a, +=[ (a > 0), |h| = e et

1 _ 1

Ve V4 . . . 7 . +w — .
|oyh| = e, intégrables. Dérivation sous l'intégrale, puis fo e Xsintdt = Im——— L
- X

b) |%nt| =< 1, donc

+ o0
Foo| = [, etdt=1—0
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Ainsi F(x) = —arctanx+C et C = % (limite en +x).

¢) F(0) = lim, _ o+ F(x) = Z.

; () = —_ 1 —Io_ oy [ sint — o
Reéponse. F'(x) = 1+X2,F(X)—2 arctanx,douf0 =5

Correction de I'exercice 13 - Une intégrale calculée par sa dérivée

a)Eno: w ~ Xth — 0. En 4+ : majoration par 2e".

b) ax(e‘t%) = e !sin (xt), majorée par et indépendamment de x : domination
globale, dérivation sous l'intégrale.

c) F(x) = Imf;we(‘l“")tdt = Iml_ll.x =7 i‘xz, et F(0) = 0, donc

F(x) = %111(1 +x?)

Réponse. F'(x) = =X et F(0) = 0 : F(x) = lin(1+x3.

Correction de l'exercice 14 - Logarithme d’une forme quadratique
trigonométrique

a) Sur [a, b] C 10, + [, I'intégrande est continue sur le compact [a, b] X [O, %} ainsi que
sa dérivée partielle en x : dérivation sous l'intégrale (segment).

: 2 .
b) dt = —9Y_ sin®t = Y~ cos?’t = —L . Puis, pour x # 1,
1+u 1+u 1+u

u? _ 1 < 1 1 >
(1+udH(1+x%u? x2-1\1+u? 1+x%?

d’ou F'(x) = Xzzi( - (% — %) = H)E’;: 11) = 2 (et par continuité en x = 1).
c) F(1) =0, donc F(x) =oln(1 + x) —mln?2.

Réponse. F'(x) = 12, F(1) = 0 : F(x) = mln 12X,

Correction de l'exercice 15 - Synthese : transformée de Laplace

a) - Majoration : [e™'sint| = e, intégrable pour x > 0.

— L’intégrale converge absolument ; sur [a; +«[ avec a > 0, la domination par e~
assure la continuité de F.

b) Double IPP. Notons I = F(x).

— Premiére IPP (' = e™, v = sint) :

—xt : +oo + o0
I= [—79 Xsmt] + %fo e X costdt = %]
0

— Seconde IPP surJ :

_ +o + o0
_| _e™cost 1 ~xt _1 _1I
J—[—f]o —on e XtSlntdt—Y—Y

— Résolution : [ = l(l — l) = % - Lz donc I<1 + %>

L.
X 2

X
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— Controles : F(1) = % ; I'intégration numérique de f ; “e~tsintdt donne bien 0,5v
+ . t*sint
— F(x) » 0 quand x =» +» v et F(x) = 1 quand x - 0" — cohérent avec fo 2220

... mais
t

attention, en x = 0 I'intégrale ne converge plus absolument.

— Portée : F est la transformée de Laplace de sin, outil central en automatique et en
traitement du signal.

< 1
Réponse. b) F(x) = ——
P ) F(x) T+
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