Chapitre 18 - Intégrales a paramétre 1

Plaquette 2 - Continuité, limites et
équivalents d’intégrales a parametre

Intégrales a parametre — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Continuité. h(-, t) continue pour presque tout t, h(x, -) continue par morceaux, et
|h(x, t)| = ¢(t) intégrable pour x dans tout segment (ou compact) de J = F continue sur

J.
Limite. Si h(x, t) - £(t) quand x — a et |h(x, t)|] = ¢(t) intégrable au voisinage de q,
alors

lim [ h(x, tydt = [ 0t) at

Changement d’échelle. fgwg(xt)f(t) dt = %f;wg(u)f(%)du : utile pour x = 4+« ou o+,

- J

Correction de I'’exercice 1 - Une intégrale de puissances sur un segment

a) En 0, m ~ t*: convergence = x > —1. Sur [a, + [ (a >

continuité. Pour t € 10, 1[, x = t* décroit, donc F aussi.

‘ < t9 intégrable :

b) Fix)+ F(x+ 1) = fot dt = ——. Par décroissance,

1
2F(x+1) = r 1S 2F(x)

d’ou 2(X+1) =FXx) <+ et F(x) ~

c) F(x) = =1In2: F(x) ~ ﬁ en—-1"

Réponse. F continue décroissante sur ] — 1, +«[, F(x) + F(x + 1) = ler i ,
~aren -1’

Correction de I'exercice 2 - Transformée de Laplace d’une fraction

e—xt

1 . . . e I
a =< our tout x = 0 : domination globale, continuité. F(0) = 7.
)1+t2 1+tzpu ut x ination g inui (0) >
b) 0 < F(x) < f+°°e-det =1
C) xF(x) = f 0 TZ/Z du ; I'intégrande tend vers e™ et est dominée par e™, d’ou

e

xF(x) 2. do du=1

Réponse. F continue, F(0) = 7, F(x) ~ Len +w.

Correction de l’exercice 3 - Fonction gamma incomplete en zéro

1
a)el=set=1lsur[0,1]et [ t* 'dt= 1

b)u=tY du=xt""'dt, t = ul’*. Pour u € [0, 1[, u'/* - 0 quand x » 0%, donc e *'" = 1 ;

domination par 1 :

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 18 - Intégrales a paramétre 2

xp(x) 1

to 1 —t , +o —t
c) '(x) = p(x) + f1 t e 'dt, et le second terme reste borné (par f1 e )pourx = 1.
T'(x+1)
xX ).

Donc I'(x) ~ % (cohérent avec I'(x) =
, T _iix 1 +

Reéponse. xy(x) = foe du—-1:px)~T'(x) ~+xen0".

Correction de I’exercice 4 - Une représentation intégrale de Bessel

a) Intégrande continue sur R X [0, ] et bornée par 1 : continuité (domination par 1 sur le

segment). cos est paire.

b) o de I'intégrande est bornée par sin"t=1:FeC”. F0) =

F(0) = - [sintsin(0)dt = 0 ; F'(0) = — [, sin’*tdt = - L.

E( 1)*x?k sin?* ¢t

c) cos(xsint) = 20!

, convergence normale en t pour x fixé :

(_l)k 2k
F(xX)=m 2 MXZR =1 2 (=D D" = 11 ,(x)

K=o 4*2k)! K=o04 (k!)
Réponse. F continue, paire, C~, F(0) =, F’(0) = —% ; F=1],.

Correction de I’exercice 5 - Domination sur une demi-droite
a) Intégrande continue positive ; en +«, équivalente a t (si x > 0) : convergence = x > 1
(pour x = 0, divergence grossiere).

b) Pour x =a > 1 :sur|0,1], 1+tx_1 sur [1, +of[, t* = t* donc 141-1,“_ . La fonction

@ = 1j0, 17+t %1[1 +«[ est intégrable et domine : continuité sur [a, +], donc sur ]1, +oof.

c) En +« : I'intégrande tend vers 1 [ (et % en 1), domination par ¢ (a=2): F- 1. En 17"

+
dt 1
Foo= [, 3 = ooy =+

Réponse. F définie et continue sur ]1, + [, F— 1 en +x, F > +® en 17",
Correction de l’exercice 6 - Intégrales de Wallis a parametre réel

a) En 0, sin*t ~ t* : convergence = x > —1.

b) Pour x =a > —1: 0 < sin*t = max (1, sin’t), intégrable sur }O, 2} continuité. Comme
0 <sint = 1, x ~ sin*t décroit : W décroit.

c) En +« : sin*t = 0 pour t < Z, domination par 1, donc W— 0. En —1" :sint <tetx <0
donnent sin*t = t*, d’ou

m/2 x+1
we = [, ¢ ar=ar2)y

— o0
x+1 x—--1

Réponse. W définie, continue, décroissante sur ] — 1, +«[ ; W—->0en +o, W - +x en
1",

Correction de I’exercice 7 - Limite d’'une intégrale a bornes variables

a) Primitive In (Int) : Inlnx? — Inlnx = In Zhllnxx =1n?2.
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1 __t
b)lnt tlntavecx<t<x et >0

xIn2 = G(x) = x*In2

¢) Quand x - 17, les deux bornes tendent vers In2 : G(x) — In2 (alors que l'intégrande
explose en 1). En +», I’encadrement donne seulement G(x) = +« entre xIn2 et x?In2 ;

plus précisément, G(x) ~ 2’1‘2X (intégrale logarithme).
Réponse. xIn2 = G(x) = x?1n2, donc G(x) - In2 quand x = 17",

Correction de I’exercice 8 - Une intégrale oscillante a parameétre

< 1
1+t

a)

T+ 2 > : domination globale, continuité ; sin impaire.

tcos (xt)

b) La dérivée partielle n’est dominée par aucune fonction intégrable : en x = 0,

elle vaut #tz non intégrable.

X
sin (xt) _| _cos(xt) | _ 1 (¥X2tcos(xt)
)fo 2 [ 7}((1_”2)]0 xf —(1+t) dt, donc

+ oo
F(x) +1 dt
IF0I = xJo (1+t)

— 0

(lemme de Riemann-Lebesgue sur un exemple).

Réponse. F continue impaire, non dérivable sous l'intégrale par domination ;
IF()| <2 - 0.

Correction de I'’exercice 9 - Moyenne de Laplace et limite en l'infini

a)t=4 dt=9dL

X’

b) Quand x - 07, L - 4o pour u > 0, donc f(¥)e™ = Le™", avec la domination ||f] ,e ™" :

+ 0
L(x) — lfo e Ydu=1/
x—-0
De méme, quand x = +=, f(¥) = f(0) (continuité) : L(x) - f(0).
c) xf;warctan(t)e_"tdt - % en 0" et > 0 en +o.
Réponse. L(x) = f;wf(%)e‘“ du:L—-fen0", L—-fl0)en +x.

Correction de l'exercice 10 - Une fonction digamma

a)Enl: 11__ttx — x (prolongeable). En O : 11__ttx ~ 1 —t%, intégrable si x > —1. Domination
locale sur[a,b]C]—1, +o[ : ‘11__’5: = 11“:t: pres de 0, et preés de 1 I'intégrande est

bornée uniformément (accroissements finis en t). Croissance : t* décroit en x.

b) wix+ 1) — w0 = [y £e 0 de = [t de = avec w(0) = 0 :

x+1 ;
n

w(n) = E%=

c)y(x)=w(x+1)— ﬁ avec y(x+1) - y(0) = 0.

Réponse. y continue croissante, y(x + 1) = y(x) + ﬁ w(n)=H,, y - —» en -17.
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Correction de I'exercice 11 - Equivalent d’une transformée de Laplace
a)0<e™In(1 +t) =e %In(1 +t) pour x = a > 0, intégrable : continuité.
b)t=Y% dt=9:Fo) =1 "In(1+%Le"du.
c)xIn(l+%)-uet0=xIn(l+%)=<u, avec ue™ intégrable :
“+ 0
xFx) — [ uetdu=1

Réponse. x’F(x) - 1 : F(x) ~ lz en +,
X

Correction de I'exercice 12 - Une explosion logarithmique

dt

Jt2 + x2
b) argshy = In (y +\y? + 1) =In(2y) + o(1) en +, donc

F(x) =In-2 +0(1) ~ In-L
x| x|

1
c) F(0) = f 0% diverge ; il n’existe pas de domination intégrable des

a) Pour x > 0, t = xshu : f = argshi, donc F(x) = al“gshPl(—| (par parité).

1

-——=—— au voisinage
Jt2 4+ X2
de x = 0 (le sup vaut %).

Réponse. F(x) = argshL ~Ind eno0 ; F(0) n’existe pas.

x| x|

Correction de l'exercice 13 - Une intégrale trigonométrique classique

a) Sur [a, b] C 11, + ][, I'intégrande est continue et bornée par 7 1 7 sur [a,b] x [0, 2m] ;

décroissance en x évidente.

A it < s _ . _1-u? — _2du .
b) Par 2m-périodicité on integre sur | — 1, 1] ; cost L dt T
Fo=J" 2 du _ 2 . [x+1 __2n
Tx-D+x+Du x+1 Ux=1 0 2y
En1*:F(x) ~ =201 = T2 on 4o F(x) ~ 2L,
c) En (x) D hoT et ) ~ %
Réponse. F(x) = \/X22111 ; ~ J>I<IJ—§1 enl1”, ~ 2L en +oo,

Correction de I’exercice 14 - Gamma au voisinage de zéro et de l'infini

a)I'(x) = M etI'(x+ 1) —>TI(1) =1 (continuité de I', établie par domination locale).

b) Pourt =1, x~ t*~ ! croit. Pourx = y :

+

I'y) = fl

c)Pourx €[n,n+1],Tx)=T(n)-L=m-1-1 - +0:Tx) > +o.

+o0 1
P letdt= [, o letdt=T00 - [, letdt = T(x) - L

Réponse. I'(x) ~ - en 0%, et ['(x) » +® en +w.
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Correction de I’exercice 15 - Synthese : la fonction exponentielle intégrale

e—t

N x+t
Fosif, et=1

b) &£ te‘t - et quand x - +», dominée par e”!: xF(x) - 1.

-t . , .
< eT : continuite. Décroissance en x ; et 1 = % donne

a) Pourx=a >0, X+

1 - +o0 - + o0
c) F(x) = foxe—+tt dt + f1 )(e—thtdt ; le second terme est compris entre 0 et fl e~!. Dans le

1
premier, e ' e ‘< 1let [, x(}i-tt = In1#X, donc
e nlFX < FpgsmiEX 41
1 - 1 _
Plus finement, [, %ett dt=< [, 1%“ dt est borné, d’ou1 F(x) = InL + 0(1).

d) F(x) ~ ln% en 0" et F(x) ~ % en +oo,

Réponse. F continue décroissante, F(x) ~ ln% en 0", F(x) ~ % en +oo.
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