Chapitre 18 - Intégrales a paramétre 1

Plaquette 3 - Dérivation sous l'intégrale et calculs d’intégrales

Intégrales a parametre — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Dérivation sous l'intégrale. Si h et 9,h sont continues en x, intégrables en t, et si
|a h(x, t)| = @(t) intégrable pour x dans tout segment de J, alors F est C' sur Jet

Foo=J M pdt

Fractions utiles (pour x > 0, x # 1) :

L f+°° dt S S
O 1+ +x%H) 201+x) 7

+ o0 +
— e Mcostdt = —X—, e Xgintdt = —1 .
fo 1+ x2 fO 1+x?

- J

Correction de I'’exercice 1 - Arc tangente sur t fois un plus t carré

a)

w‘ < x (car |arctan u| < |u|), d’ou la domination par - ftz pour x € [0, b]. Et

9, = < )
XA+ 4D T 1+t
2
b) Pour x # 1 : 1 =_1 ( 1 ___x >,d’inté rale
) (1+x2)(1+t5)  1-x*\1+t> 1+x%° g
ﬁ(% - %) = ﬁ ; puis continuité en x = 1.
— X

c) F(0) = 0, donc
F(x) = gln(l + X)

F0)=0:[," griamtde = ZIn (1 +x).

Réponse. F'(x) = o1+ )

_m

2(1+x)’

Correction de I’exercice 2 - Logarithme de un plus x sinus carré
sin’t

1+ xsin“t
compact [a, b] X [0, %} (car 1 + xsin’t = min (1,1 + a) > 0).

a) Sur [a,b] C]—1, +x[, I'intégrande et sa dérivée sont continues sur le

.2
b)L_tz=%<l—+z>et,avecu=tant,
1+ xsin“t 1+ xsin“t
f”/2 dt —_ [ du = _ o
0 1 4+ xsin’t 0 14+ +xu? 2/1+x
_ —2_1.1 — I .s—1 _ I d 1+s 1 .1
c)Avecs=J1+x,x=s 1:F(x) 262 1) s = 25T 1)’ et Xln—2 s 75

Avec F(0) =0 :
F(x) = Hlnl+7 “21+X

Réponse. F'(x) = 77(1 - ) et F(x) = min 1AL+ X,

1
J1 + x
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Correction de I'’exercice 3 - Une gaussienne déformée

a) Sur [a,b] C 10, +oo[ : |9y] = %e‘tZ"‘2/t2 < i—é’e‘tz‘az”z, intégrable (nulle en 0 grace a

—a?/t? t

2 N . .
e ,eten e al’infini).
2 2
b)u=X, du=-Xdt, et t? + X2 = X +
t t u

f:)—w e—i,“2—>(2/t2 dt = f+°°e—u2—x2/u2 du = F(X)

c) F(x) = F(0)e™** avec F(0) = .
Réponse. F' = —2F : f;w et =X qt = ge‘z".

Correction de l'exercice 4 - Laplace d’un quotient par t

a) < 1, donc l'intégrande et sa dérivée —e (1 — e™!) sont dominées par e~% sur

[a, +[. Et

1—et
t

F(x) = _f;-oo (e—xt_ e—(x+l)t)dt — _% + Xi -

b)0<F() =< [, e*dt=1.
c) F(x) = InX¥1 + Cet C = 0 parb).

Réponse. F(x) = L1 -1 F-0:F()=In(1+1).

Correction de I'’exercice 5 - Puissances et logarithmes par dérivations
successives

a) %t = t*(Int)". Sur [a,b] C1—1, +o[ : [t*In"t| < t?|Int|", intégrable sur 10, 1] (car
a > —1) : dérivation sous l'intégrale a tout ordre.

b ks = U o
Jitﬁlnﬂndt=—i:EX¥%T
x+1)
Ox=2,n=3:22=-7.
Réponse. f(l)t"ln"t = % ; f(l)tzln3t = -2

Correction de I’exercice 6 - Dérivée d’une transformée de Laplace
a) [t"flt)e™| = ||f] .t"e % pour x = a > 0, intégrable : dérivations successives sous
I'intégrale.
— 1 — —1
b) Pour f = sin, L(x) L donc
+o 2
fo tsinte™dt = —L'(x) = 7"2
(1 +x%)
(on applique a) a f = sin ; la fonction tsint n’est pas bornée mais l'intégrale converge).

c)x=1: % = % conforme au calcul direct de la plaquette précédente.
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Réponse. L™ = (=D)"L(t"P ; L(tsint)(x) = Lﬂ ;enx=1: %
1+ x2)

Correction de l'exercice 7 - Frullani avec un cosinus

- b . . _ .,
a) En 0, # — b —a; en +=, décroissance exponentielle. 3, = e **cost, dominé par
pour b =c > 0.
b) F(b) = —2— et F(a) =

2
Fb)=lma+p)-lina+at) = Inltl
1+a

(en

c) Avec 1 au lieu de cost, F'(b) = % et F(b) = In7 : méme méthode, la dérivation remplace
le découpage [¢g, X].

“ by — b -0. _ 1yal1+b?
Reéponse. F(b) = 1erz,F(a) 0: F(b) 2ln T a2

Correction de I’exercice 8 - Moments gaussiens par dérivation

a) a”e‘“t2 = (—tz)"e‘“t2 dominé par t2ng—ct’ pour a = ¢ > 0, intégrable.

—I'a) = [t?e~ 2 a3'?%etI"(a) = ft4 —at’ %a%”.

c) (—1)”I(")(a) 1:3@n=1) mrg-n-1/2 g4t

2n
+
2n, —at? 4, _ 2N)! @
R i /azml

_ —at? _ 2n)! o
2 —at? Z(ng—/zlftzle at 43J5—/2,etft2” at? (n) J—a n-1/2

Réponse. f te

Correction de I'’exercice 9 - Logarithme de un plus x carré t carré

ln(1+x2t) <1nt> _ 2xt? 2b. 1

miErxt) =0 +o. 3y <2b. 1 €la,b

a) 1+¢t2 t2 on ree. T A+ Y T a1+t pour x € [a, b] (car
t2 1

1+x2t25x2)'

. t2 _ 1 1 1 i 1 .m(1_1
b)Pourx;ﬁl'(1+><2132)(1+t2)_><2—1<1+t2 1+x2t2>’dmtegralex2—1 2<1 X)'
donc

oy - 2x o ox—=1) g
F(x)—x2_1 2x  1+x
_ s ) _ (T In(1 4t 4,
c) F(0) = 0 et continuité en 0 : F(x) =mIn(1 +x). Enx=1: [, thdt—ﬂlnz
Réponse. F(x) = 2, F(x) = aln(1 +x); [ % min2.

Correction de I’exercice 10 - L’intégrale de Poisson
a) 1 —2xcost+x*=(1— |><|)2 > 0 ; sur [-b,b] (b < 1), intégrande et dérivée partielle sont
continues sur un compact.

b) L’identité se développe directement. Donc

, T 92x—2cost 1< o0 I >
) f01—2xcost+x2 X ( ) 2
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c) F est constante sur | — 1 1[, égale a F(0) = 0. Pour |x| > 1 :
1 —2xcost+x%=x <1 - Cost+ L1 > d’ou F(x) = 2mIn|x| +F<%> = 2mln |x|.

Réponse. F=0sur]—1,1[ et F(x) = 2mln|x| pour |x| > 1.

Correction de I’exercice 11 - Arc tangente comme intégrale

a) |e‘t%| < |x|etet |9,] = |e tcos (xt)| = e~ : domination globale de la dérivée, et
domination locale de la fonction.
) = [T° ot — 1 __1
b) F'(x) = fo e ‘cos(xt)dt = Re1 R
c) F(0) =

F(x) = arctan x

En particulier F(1) = f;we_tSi?t dt = 7.

5 , _ 1 —_ . (t° . —tsinxt _
Réponse. F'(x) = — F(0)=0:[, e SIBXL = arctan x.

Correction de I’exercice 12 - Dérivation a borne variable et équation
différentielle

a) £ foh(x t)dt = h(x, x) + foa h(x, t)dt (développer h(x,t) = somme de produits, ou
dérivation composée).

b) y'(x) = sin (0)g(x) + fg cos (x — t)g(t) dt, puis
V() = 008 (0)g(x) — [y sin (x — Hg(t) dt = g6 — y(x)

et y(0) =0, y(0) =
c)g=1:yKx) = f)(;sin(x— t)dt = 1 — cosx.
Réponse. y = fz sin(x — t)g(t)dt résout y"+y =g, y(0) =y (0) =0; pourg=1:1—cosx.

Correction de I’exercice 13 - Développement en série d’une intégrale a
parametre

a) OQeth $2ngxt” continue sur R x [0, 1] : dérivation sous l'intégrale (segment).
F™P)=[ OtZ"dt =

2n+1

t — 2 Xr;f, , convergence normale sur [0, 1] pour x fixé, donc
1
- x" 2n g4 _ x"
Fo) = ,zo ard ottt ,20 nl2n+ 1)

1,1 1 1 .
c)x=1: 1+41 +10+E+m 1320+ 1,4627.

F) =3 X' . [letf' ~1,4627.

P (n)
Réponse. F 7 (0) = MK

2n+1'

Correction de I'exercice 14 - Une équation différentielle d’Euler

a) |0,] = te—t < te”!: domination globale. F(0) = fgme‘t =1

+oo ot _[_ et +°°_ + _
b) fO mdt—[ 1+Xt:|0 fO mdt soit F =1 Xf(1+ t)
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) — tet _ _1(p_1-F\ qat
c)F(x) = f(1+xt)2 L(F-13E), don

X2F(x)+ (1 +x)F(x) =1

C’est I’équation étudiée par Euler, dont la « solution formelle » 2 (—=1)"n!x" diverge pour
tout x = 0.

Réponse. F vérifie x?F + (1 + x)F = 1 avec F(0) = 1.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : la fonction de Dawson

t t t

a) le” “sin (xt)| =e” “ et |oy| = |te_t2 cos (xt)| = te” * . dominations globales.

—t2

2 too o
b) G(x) = [ te™ cos (xt)dt = [—i cos (xt)] —J3 & xsin(xty dt = L - XG(0).
0

1
2 2

c) Equation linéaire d’ordre 1, avec G(0) = 0 : variation de la constante sur
x?/4\- _ 1 ,x%/4
(Ge ) =€ .
d) Par la régle de I’'Hospital, ou en dérivant %e"z/“ (de dérivée e"2/4<1 - %) ~eX'/4

fonctions positives divergentes) :

Joetdu~ 214, G~1-2=1

X
- XG, G(x) = %e—x2/4foeu2/4du 1

Réponse. G’ = 5.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



