Chapitre 18 - Intégrales a paramétre 1

Plaquette 4 - Fonctions Gamma et Béta,
transformées de Laplace et de Fourier

Intégrales a parametre — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Gamma et Béta. I'(x + 1) = xI'(x), T'(n + 1) = n!, r(%) = /I,

r®x) = [, (Int)*t*~le~dt; Bla+ 1,b) = —95B(a, b).

Laplace. Pour f continue bornée sur [0, +x[ et x > 0 :

LS Lm0 = xLAX) —f0), (LY = —L(tP

x5’

Lt~ H) =

Fourier. Pour f intégrable sur R, ]ACest continue et bornée par [ |f] ; si f est paire,
fix) =2 f;mf(t) cos (xt) dt.

AN J

Correction de I’exercice 1 - Transformée de Laplace des puissances

+ o —
a)u=xt: [, (& lemudu = L)

X X
! - _I/2) _
b)L(t”)(x)=#etL(t M) 00 = (R ) = [T
c) L(eat)(X)=%pourx>a, et
1 1 1

x—1DKx=-2) x-2 x-1
donc f(t) = e? — e convient (unique, par I'injectivité admise de L).

Réponse. L(t* 1) = L& 14" = L 1712 = [T, f= e ¢,

XS Xn+1’

Correction de I’exercice 2 - Résoudre une équation différentielle par
Laplace

a) Par parties : fi){f’(t)e"‘t dt = [fe"“]f + xfff(t)e"‘t dt, et fiX)e™¥ = 0.
b) xLy + Ly = L(1) = &, d’ou

-1 _1__1
Ly =¥ =X " x+1
c)y=1-—e™t; vérification: y +y=et+1—-et=1.Poury +y=0:xLy—1+Ly=0,
Ly = 1sz = L(sin), donc y = sint.

Réponse. L(f) = xLf—f(0); y=1—-e™t; y=sint.
Correction de l'exercice 3 - La formule de Gauss pour Gamma

1 1 1 _
a)I,=n*[ (1 —w"w*"'du, et par parties [, (1 - wruy-ldu = %fo(l —w)* 'wdu. En
itérant :

1

_ nox-1 — n! ! x+n-1 — n!
Joa-uw du_x(x+1)---(x+n—1)f0u du= -+ D o+

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 18 - Intégrales a paramétre

n n
b) (1-%) 1omt* ' —et* " 'et0=(1-%) =e™": domination par t*~'e™, intégrable.

— n*n! —1.._n-nl  _ —
) I'() =1 Mo+ 1)- (><+n)'P0urX_1'(n+1)!_n+1_)1 ra.

n*n!
x(x+ 1) (x+n)

Réponse. [,(x) = - I'(x) (formule de Gauss).

Correction de I'exercice 4 - La fonction béta aux entiers

a)B(1,n) = [,(1-t" 'dt=1.

b) Récurrence sur m : vrai pour m = 1 ; si vrai au rang m,

Bm+1,n)=_m_.m=Din-Dt _m!n-1!

m+n (m+n-1! ~ (m+n)!
_ 314! _ 144 _ (n)?
¢) B(4,5) = 35 = 133505 = 555 B+ Lin+ 1) = Gn+ Dl
. _ (m-1Dl(n-1)! _ _ L _ (n)*
Réponse. B(m, n) = 2 o o1 —pt= 15 S o1 = 1)" = N+

Correction de I’exercice 5 - Une autre forme de la fonction béta

a) En 0 : équivalent t~ L intégrable car a > 0. En + : équivalent t?~ 2 intégrable car
a<l.

buw

est une bijection croissante de ]0, 1[ sur ]O, +«[, avec dt = du _ et

T-u (1 -u)?

- _1

1 a- 1
Jo=f,—Y" _a-w—3 - [ u-11-uwdu=B@a1-a)
(1-uw (1-uw

CU(%) o= fo J—(l +t) /. Symétrie de B : J(a) = J(1 — a) (ou t = 1). On montre que
Jla) =

sin (Ha)

dt = B(a,1 — a), symétrique ena< 1 —a; mpoura =

Réponse. f 0 %

1+t

Correction de l'’exercice 6 - Intégrales de Wallis et fonction béta

a) dt = 2sinBcos0d, t*~ (1 — 1)’ ! = sin??* " 20 cos??~20, d’ou
H/2 —
Bla,b)=2[, "si n% " lcos?h -1,

b)2a—1=2net2b—1=0:a=n+%,b=%.
1
11\_""2 11 _

c)B(n+§,§>— - B(n—§,7> =11 -11, donc
_I 2k 1 2n)! @
n2 H 4"(n1)? 2

H/Z _
Réponse. [, “sin®* " 'cos? ' = 1B(q,b), d’ou W2n=%g.
2 4"(n1)* 2

Correction de I’exercice 7 - Transformée de Laplace du logarithme

a) Dérivation sous l'intégrale (domination locale de |Int|t*~ lg—t pour x € [a, b] C ]0, + ).
b)u=xt:
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-y —1Inx

e t 1
J, Inteadt= .

0 (lnu —Inx)e %du =

C)X=2:_V+21H2 05772-2|-06931 —0.635.
Réponse. L(Int)(x) = —%lnx ; pour x =2 : = —0,635.

Correction de l'exercice 8 - Transformée de Fourier d’'une exponentielle
symétrique

a) f paire : fix) = 2f+°°e‘tcos (xt)dt = 2Re—L_ = 2
paire : 0 T-x 142
b) —2 est une fraction rationnelle sans pdle réel. La régularité de fvient de la

1+x2
décroissance de f (tous les moments [ |t| e '“ sont finis), le défaut de régularité de f se

traduit par une décroissance seulement en —5 de 7
c) f_oo 12+—d>’§2 = 21 = 21f(0) : c’est la formule d’inversion de Fourier en t = 0.

et [ 7= 2mf(0).

Réponse. e-lt(x) =

2
1+x2%’
Correction de I'exercice 9 - Transformée de Fourier d’une indicatrice

~ 1 . . A
a) foo) = [_ e ™dt = 28X poyur x = 0, et f(0) = 2.

b) Continue (prolongement en 0), et |f(x)| _I - 0. Mais f [si d1verge f n’est pas

intégrable, bien que fle soit.

+ o : .
c) f Cw Zs}(ﬁ dx converge (semi-convergence) et vaut

4 [ 7 SIX gy = o = 207(0)
0 X

formule d’inversion encore vraie en ce point de continuité de f.

Réponse. f(x) = @ : continue, de limite nulle, non intégrable ; f f= 21

(semi-convergente).

Correction de l'exercice 10 - Lemme de Riemann-Lebesgue

X

b
b A ixt b .
a) [, feX = [fe—] - &fafe”‘t, et I’on majore les modules.
a

b) Partie réelle de a).

1 — cos (2xt)
—s donc

g o o 3
S, t2sin® (xt) dt = %fotzdt—%fotzcos@xt)dt—»%

c) sin? (xt) =

la valeur moyenne % de sin® remplace la fonction qui oscille.

Réponse. |ffei"t =0(); fgtz sin? (xt) dt - T

Correction de I’exercice 11 - Laplace d’une fonction périodique

(k+ 1)T T e _
a) [r ™t = g KX [ fe™! (périodicité, t = t + kT), et >, _ ;e ¥ = ﬁ (termes

positifs pour f = 0, sinon convergence absolue).
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(i—>x)m _ —I1x .
b) fosmte Xtqt = Imf el =¥tdt = Im& L-1+e — 4ol la formule.
i—x 1+x

+ _
c)Quand x—-0", 1 —e™ ~ n1x, donc

XLfx) — 2 =L [ |sint|de

—xt —Ix
Réponse. Lf = fofe lie ™ __ etxL|sin|—2
1+x)(1—-e™™)

; Lsin| =

Correction de l'exercice 12 - La fonction digamma et les nombres
harmoniques
a)I'(x+1)=T(x)+xI"(x), etendivisant parI'(x+ 1) =xI'(x) : wy(x + 1) = % + y(x).

b) Par récurrence, y(n+ 1) = y(1) + Ek avec y(1) =TI"(1) = —y. Donc

_1kl
I'n+1)=Tn+Dyn+1)=n!H,—Y)

c)fO t"Intet=T"(n+1):pourn=1,1-y=0,423; pour n = 2,
2(§—y)=3 2y =~ 1,846.

Réponse. y(x + 1) = y(x) + L, T"(n+ 1) = n!(H,—y); [tinte ™t =1—y.

Correction de l’exercice 13 - Inverser une transformée de Laplace
rationnelle

a the~x-atgp=__nl___
)fo (X_a)n+1

; P 3x+1 _ _« B 6 _ =341 __1
b) Décomposition : D) =<+1tx=1t =1 avec a = — ;= = —3,
6= % = 2 et, en comparant les termes en % alinfini, a+B=0,8= % Donc

fit) = —e‘t+ %e + 2tet

_ 1 2 A : .
c)Lf= 2(X+ 1 + =) + D et en réduisant :
—(x— 1) +x-Dx+1)+4kx+1) _ 6x + 2 v

2x— 1)*x + 1) 20x — 1)*(x + 1)

Réponse. L(t"e?) = % ; f = sht + 2tet.
X—da

Correction de I’exercice 14 - Laplace d’une fonction divisée par t

a) Dérivation sous l'intégrale (domination par ||f] .e™* de @ -te™). Et

1 m —xt teo —xt A
gl = [oFe™ +Ifl,.J; e - 0 (convergence dominée sur [0, 1]).
b) gx) = — . g'(w) du + g(X), puis X — + :

+ o0
g00 = J Liwdu

c) f+°°

Réponse. L())(x) = [} Lf; L(SIE) = I — arctanx, L(L=2") = In X+ 1,

=%—arctanx/.Pourf=1—e‘t:Lf(u)=% d’ou g(x) = X‘;l.

1+u U+1'
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Correction de I'’exercice 15 - Synthese : étude de la fonction Gamma
a) a’;(t"_ 1e‘t) = (Int)*t*~'e~t, dominée sur [a, b] par |In t|k<t“ 1y th- 1>e‘t, intégrable.
I"(x) = [ (Int)*t* et > 0.
b) I'(x) = [Intt*~ 'e!, et Cauchy-Schwarz donne
re)? < [ let [(Inp)2* et = L)

" 2
d’ol (InT)" = % > 0.

c) I'(1) =T'(2) =1 : Rolle donne x; € 11, 2[ avec I"(xy) = 0, unique car I'” est strictement
croissante. I' décroit sur ]0, xol, croit sur [x(, + [ (minimum I'(xy) = 0,886, en x, = 1,46).
d) I'(x) ~ % en 0" (plaquette 2) et I'(x) = +© en +© (méme I'(n + 1) = n!).

Réponse. I € C”, InT convexe, minimum unique en xo € ]1,2[; T’ ~ % en 0", - +o en
+ oo,

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



