Chapitre 18 - Intégrales a paramétre 1

Plaquette 5 - Problemes de synthese : méthode de
Laplace, équations différentielles et intégrales célebres

Intégrales a parametre — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Méthode de Laplace. Si h(x, u) » e /2 pour tout u quand x — +» et |h(x, u)| = @(u)
intégrable :

+ o 9
th(x,u)du — f_me_“ 2dqu =2
Inégalités utiles. In(1 +v) —v < —"72 pourve]l—1,0];In(l+v)—v<= —2(1"—_2“1) pour
v=0;cosv=e"/2sur [0, %]

Intégration par parties en t. Elle transforme 92 d’une intégrande en 7, et fait
apparaitre une équation différentielle.
G J

Correction de I’exercice 1 - L’équation de Bessel

a) Dérivation sous l'intégrale (segment, intégrande C”) : F'(x) = —% f Z sintsin (xsint) dt et
F'(x)=-1 fg sin’t cos (xsint) dt.

b) u = sin(xsint), v =sint, v= —cost : le crochet — costsin(xsint) est nul en 0 et 11, et
I II
fosintsin(xsint) dt = focost-xcostcos (xsint)dt

C) XF' +F +xF = % [ (=sin’t — cos?t + 1) cos (xsint)dt = 0. Et F(0) = 1, F(0) = 0 :
F = ],, fonction de Bessel d’ordre 0.
Réponse. F vérifie xF" + F' + xF = 0, F(0) = 1 : c’est J,.

Correction de I'’exercice 2 - La formule de Stirling par la méthode de
Laplace

X
a) t* = x"(l + %) et=eXe U dt =yxdu, ett> 0= u> —Jx.

b) Avecv= 1 = 0: x(In(1 +v) - v) = x<—"72 + O(v3)> = - +0(L). Les inégalités

, 2 2
rappelées donnent, avec x(In(1 +v) —v) : < —“7 pouru =0, et =

— u - ___u
20 +u/vx) = 2(1+u)

pouru=0,x=1.

-u/2

c) La fonction dominante est intégrable sur R (comportement en e en +«), et

—y? ./
u’/2 Par convergence dominée :

I'x+1) ——*JEE;

x*e XX

hdyix e €

Réponse. Changement t = x + /xu et convergence dominée : I'(x + 1) ~ J2mx (x/ e)™.
Correction de l’exercice 3 - Equivalent des intégrales de Wallis

_ du
a)dt = ik
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u _ _u“ _u? nf{ u —u?/(2n) o —u?2
b)nlncosm—n< 2n+O< >>—> 2.Etcos (ﬁ)s<e ) =e sur le
domaine d’intégration.

c) Convergence dominée sur [0, +»[ (intégrande prolongée par 0) :

+ oo 2
AW, — [, e7/2du=[I

. T . s
Réponse. /nW,, - 5 soit W, ,/2n .

Correction de I'exercice 4 - L’intégrale elliptique complete

1
1-b

a) Sur [0, b] (b < 1), 'intégrande est continue et majorée par = ; elle croit avec k.

(7)
b) (1 — k?sin?t)"/? = En %kzn sin®"t, série a termes positifs ; intégration terme a

H/Z . 2
terme et [, sm"z%

2

2
K(k) = %2 <Ln> k2"

471

(%)
4"
le lemme d’Abel pour les termes p051t1fs, K(k) - + .

2

c) Les coefficients sont équivalents a = (car J_) série divergente en k = 1 : par

(7)
Réponse. K(k) = %E Afn k*" continue croissante, » +o en 1~

Correction de I'exercice 5 - Continuité en zéro d’une transformée de
Laplace semi-convergente

Y
= gX)+ g + [ (—g) = 2g(X).

Y Y Y
a) fngin = [—gcos]§+ fXg'cos, donc ‘fngin

b) g(t) = &— " est positive décroissante, et g(X) < on fait Y - + .

= X ;
c) F(x) — F(0) = fo (e™ — 1)1t dt + Ry(x) — Rx(0) avec |[Rx| = 2. Pour & > 0, on fixe X
4 _

X —_—
Donc F est continue en O et

avec + < g, puis le premier terme (intégrale sur un segment, contlnue en x) tend vers 0.

+
smt = o _ =1
f 0 dt = lim (2 arctan x) 5

x—-0%

sint
t

. : . . : +oo
Réponse. Reste uniformément majore par )2—{ : F continue en 0, et [ 0 %
Correction de I’exercice 6 - Equation de la chaleur pour une donnée cosinus

a) cos (x + 2/ts) = cosxcos (2/ts) — sinxsin (2/ts) ; la partie en sin est impaire en s
(intégrale nulle), et

1 [.-5 — a—A4t/4 _ -t
ﬁfe cos(2/ts)ds = e e

b) 9,u = —e~fcosx = 9%u, et e fcosx — cosx.
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c) Les dérivées en x de I'intégrande sont bornées par e, intégrable : on peut dériver
deux fois sous l'intégrale, ce qui donne la formule générale u(x, t) = % f e‘szf(x + 2/ts)ds
pour toute donnée f de classe C? bornée a dérivées bornées.

Réponse. u(x,t) = e ‘cosx, solution de 9,u = a,%u avec u(-,0) = cos.

Correction de I’exercice 7 - Méthode de Laplace élémentaire

b) f(%) - f(0) et la domination ||]‘||we_“2 donne
+o0 5
&, e ana —>f(0)§

c) flt) = T + o f(0) =1 : I'intégrale est équivalente a 2 (seules les valeurs de f pres du

maximum de e ™ comptent).

Réponse. f;we_"tzf(t) dt ~ @;;‘” ; pour it zJJH—

Correction de I'’exercice 8 - Moments de la loi Gamma

a) [y x*"le™ =T(@). Bt m = T4 —a@@+ 1)@+ k- 1).

b) Espérance m; = a ; variance my, —m?} = a(a + 1) — a® = a.

+o0 i
o) [ xa-le=+sixgy = 1@ " qonc 14 transformée vaut
0 (1+5s)

ps)=(1+s)7% —@O)=a=m
(dérivation sous l'intégrale justifiée par domination sur s = sq > —1).
Réponse. m; = a(a+ 1)--:(a + k — 1), espérance et variance égales a a, transformée
(1+s)7¢

Correction de I’exercice 9 - Une intégrale par symétrie

o_ 1 —tan® o _ 2
a) tan (Z 9) 1+tan6’ d’ou 1 + tan<4 9) 1+tan6’
H/4 _ I
b)I f mde 1112 I donc
= 1I
= 81112

c)t=tan6, dt = (1 +t%)do : fcl)ln(%%;)dt=1= %an =~ 0,2722.

4
Réponse. fg/ In(1 +tan6) = fo lnl(it B - Zin2.

Correction de I’exercice 10 - Une intégrale avec x sinus x

_ (" (@—x)sinx _ T sinx
a)I_fO 1 4 cos?x dX_Hfol+coszx

b) u = cosx, du = —sinxdx :

I . 1
SinX 4y = du _
fo 1 + cos?x f_l 1+ u?

LSJIS|

)
~
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SIS

o
i
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2

X sin x dx ==X
—=2—dx = 4.
4

, big
Réponse. [ X
Correction de I’exercice 11 - L’intégrale de Gauss par une fonction
auxiliaire
a) Intégrande et dérivée partielle continues sur R X [0, 1] : dérivation sous l'intégrale
(segment).

1
b) u=xt (x> 0): xfoe"‘z’f2 dt = fge‘“2 du, donc g'(x) = —2e"‘2f;e‘”2du, et
Fo) =267 [Letdt.

Quand x —» + o,

s N _ 1 dt _ E
c) f+ g est constante, egale a f{0) + g(0) = 0 + fo T+Z -4

0=gKx) = e 5 0, donc

, + o —t2
Reponse.f+g=zetg—>0:f0 e

Correction de I’exercice 12 - Transformée de Fourier de la gaussienne par
série entiere

(- 1) x2 + o 2nt2n 2 _ + o 2
a) cos (xt) = > =Xt o ), cet> [ (2n), = fo ch(xt)e " dt < +.

) = 3, AN GO s

F(x) = THe—XZ/4

c) La méthode différentielle (F' = —%F) évite les calculs de moments ; la série entiére,

elle, donne directement le développement et marche pour des intégrandes non dérivables
sous l'intégrale.

+ 0
Réponse. Intégration terme a terme : [ et cos (xt)dt = ge‘xz/ 4

Correction de I’exercice 13 - Laplace et une équation a second membre
exponentiel

a) On applique deux fois L(f) = xLf — f(0) (valable pour x supérieur au taux de
croissance).

b) X2 —3x+2)Ly = L(e3f)——3, et x2—3x+2=(x—-1(x-2).
c) (x—l)(x12)(x—3) =X1£21 —X12+ 1/2 (valeurs des résidus en 1, 2, 3), d’ou
1 2t 4 1 3¢
y(t) = 2 —e +Ze
-1 _ 1 _ 0)=Ll_9243=

Réponse. y = %et —e?t+ %e:“.
Correction de I’exercice 14 - Quand la dérivation sous l'intégrale échoue

a) fg\/x—tdt+fi\/t—xdt=%<x3/2+(1 —x)3/2>.
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b) Sur[0,1]: F(x) = x/2 = (1 = x)''?, continue ; et pour x = 0,

3/2 3/2 e 1/2 1/2 .
F(x) = —((1 -x)7' "= (=x) ) de dérivée —(1 —x) "+ (—x) ' %, qui se raccorde en 0.
Mais

F'(x) =

o]

]. — +
J— 21 —x x~0

donc F n’est pas deux fois dérivable en 0.

c) ayflx —t| = % est dominée localement de facon intégrable, mais 92 ~ _—13/2
2(|x 4|x —t|
n’est pas intégrable ent = x : le théoreme ne s’applique plus.

3/2
)

Réponse. F = %(XB’/Z +(1—x)*"*) sur [0,1]: C*, pas C? (dérivée seconde non intégrable).

Correction de I'exercice 15 - Synthese : la transformée de Fourier de un sur
un plus t carré

I
5

a) Domination par N i 2 : continuité ; parité de cos ; F(0) =

2 2
b) |oy XI <1 _et|odg| =X =3u _ _ 6b our x € [a, b], intégrables :
) I gl +U ) (12+U2 | gl (X2+U2)3 (612+u2)2 p [ ] g
F'(x) = faxgcosudu.
c) g(x, u) = 1 _ est harmonique : 92g + 92g = 0 (calcul direct :
2x(3u® — x*
a2g = Zﬁ%uz)ﬁ) = —92g). Avec 9,g(x,0) =0 et g— 0 en +o :

+ o + o +o
fo af,gcosudu=[augcosu];;°°+f0 augsinu=0+[gsinu]g°°—f0 gcosu = —F

donc F” = — [9%gcosu = F.
d) F(x) = ozeX + Be ™ sur ]0, + [ ; F est bornée (par %), donc a = 0, et la continuité en 0
donne B = Z. Par parité, F(x) = Ze e I,

, _— , _ . +oo t _ _
Réponse. F’ = F sur 10, +[, F bornée et F(0) = Z.: Jo %S’szdt =Ze X,
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