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Plaquette 1 - Continuité, dérivation
sous l’'intégrale et fonction Gamma

Intégrales a parametre — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

On applique les théoremes de continuité et de dérivation sous le signe intégral
en exhibant une domination valable sur un voisinage (ou un segment) du parametre,
puis on résout 1’équation différentielle obtenue.

Exercice 1 - Continuité sous lI’'intégrale

+ o0 -t
Montrer que F(x) = fo ﬁ dt est définie et continue sur [0; +oo[.

- J

Exercice 2 - Dérivation sous l’intégrale

Soit F(x) = f;rw e~ dt pour x > 0. Montrer que F est C' et calculer F.

- J

Exercice 3 - Fonction Gamma

Montrer que I'(x) = f;rw t*~le~tdt est définie pour x > 0 et vérifier I'(x + 1) = xI"(x).

Vs

J/

Exercice 4 - Convergence dominée

© -t
Calculer lim,, _, 4., f; € dt.

- J

Exercice 5 - Interversion série-intégrale

1 , - .
Calculer f 07 l_nf dt en développant 1 1_ 7 en serie entiere.

Exercice 6 - Equation différentielle vérifiée par F

Soit F(x) = f;rw e~ cos (2xt) dt. Montrer que F' = —2xF et en déduire F.

Exercice 7 - Continuité d’une intégrale a bornes variables

Soit G(x) = fz 31Tnt dt (prolongée par 1 en 0). Justifier que G est c! et donner G'.

Exercice 8 - Domination locale

Pourquoi la domination doit-elle étre locale en x dans l’étude de F(x) = [ g “extdt ?
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Exercice 9 - Calcul par dérivation

Soit F(x) = fo It —1 dt pour x > 0. Calculer F’ puis F.

Exercice 10 - Régularité C-infini

Montrer que I' est de classe C” sur ]0; +«[ et que I'" > 0.
S J

Exercice 11 - Limite d’une intégrale a parameétre

t

Déterminer lim, _, ., f 0Tq _dt

- J

Exercice 12 - L’intégrale de Dirichlet par un parametre

4o :
Pour x > 0, soit F(x) = fo e""t%nt dt.

a) Montrer que F est de classe C' sur 10, +«[ et que

+ o0
F — —Xt o3 — — 1 .
(x) J, esintdt T
b) Montrer que F(x) = 0 quand x — +», et en déduire F(x) = 5 — arctanx.
c) En admettant la continuité de F en 0, retrouver f 0 Sl?t dt = %
g J

Exercice 13 - Une intégrale calculée par sa dérivée

Soit F(x) = fgw e‘t1_+s(xt) dt pour x € R.
a) Justifier que F est bien définie.
b) Montrer que F est C! sur R avec F(x) = f;m e tsin (xt) dt.
c) En déduire F(x) = 21n (1 + x?).

Exercice 14 - Logarithme d’une forme quadratique trigonométrique

. /2 .
Pour x > 0, soit F(x) = fg In (cos2 t + x2sin® t) dt.

m/2

s 2
a) Montrer que F est dérivable et que F'(x) = J, 2xsin"t _ q¢,

)
cos’t + x*sin“t

b) Avec u = tant, montrer que F'(x) = f;m 1+ uzz)ﬁ"i 20 du, puis que F'(x) =

(pour x # 1, décomposer en éléments simples en u?).

1+x
2

- J

Exercice 15 - Synthése : transformée de Laplace

. +oo —xt .:
Soit F(x) = [, e™sintdt pour x > 0.

1+x

c) En déduire F(x) = mln - X

a) Justifier ’existence.
b) Calculer F(x).
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