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Plaquette 3 - Dérivation sous l'intégrale et calculs d’intégrales

Intégrales a parametre — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Pour calculer une intégrale I difficile, on I'inseére dans une famille F(x) (parametre
placé la ou sa dérivée simplifie I'intégrande), on dérive sous l’'intégrale (hypothese
de domination de 9,h sur tout segment), on calcule F'(x) (souvent une fraction
rationnelle ou une exponentielle), puis on integre en utilisant une valeur connue de F
(en 0, ou une limite en +« par convergence dominée). La méme technique produit
des équations différentielles vérifiées par F, qu’on résout ensuite, et des familles
de formules par dérivations successives (moments gaussiens, [ t*In"t).

Exercice 1 - Arc tangente sur t fois un plus t carré

P >0, it F arctan (xt)

our x soit F(x) = fo i1t

a) Montrer que F est continue sur [0 +oof et c! sur 10, +oof.
b) Montrer que F'(x) = fo

x # 1).
c) En déduire F(x) = %ln(l + x).

I 14 . 2
s th )(1 e = 30+ (éléments simples en t“ pour

J/

Exercice 2 - Logarithme de un plus x sinus carré

/2
Pour x > —1, soit F(x) = fg ln(l + xsin® t)dt.

Vs

m/2 s 2
f Sin .t2 dt
1+ xsin“t

(1 B J1 +x)
c) En déduire F(x) = mln 1Hy1+x “21+X (poser s =1 + x).

a) Montrer que F est Cclet que F'(x) =

b) Avec u = tant, montrer que F'(x) = pour x # 0.

Vs
-

Exercice 3 - Une gaussienne déformée

Pour x > 0, soit F(x) = fgwe‘tz_"z”zdt (on admet f;we = g)

a) Montrer que F est c! sur 10, + [ avec F'(x) = —2 fo 12 —t —x2/t2 dt.

o+

b) Avec u = X, montrer que F(x) = —=2F(x).

¢) En déduire F(x) = YZLe~2X (continuité en 0 admise).

- J

Exercice 4 - Laplace d’un quotient par t

+ -
Pour x > 0, soit F(x) = fo et + -de.

a) Montrer que F est de classe c! et calculer F(x).
b) Montrer que F(x) = 0 quand x = +o».
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c) En déduire F(x) = In (1 + %)

Exercice 5 - Puissances et logarithmes par dérivations successives

1
Pour x > —1, soit F(x) = [,t*dt = xil‘

a) Justifier que F est de classe C” et que I’on peut dériver sous l'intégrale a tout
ordre.
230 1 -1)"n!
b) En déduire [ t*(Int)"dt = =D
) fO ( ) (x + 1)n +1

1
c) Application : [ t?In’tdt.

Exercice 6 - Dérivée d’une transformée de Laplace

Soit f continue sur [0, +»[ et bornée, et L(x) = f;wf(t)e"‘t dt pour x > 0.

a) Montrer que L est de classe C” avec L™(x) = (—1)"f;roo t"f(t)e Xt dt.
b) En déduire la transformée de Laplace de tsint a partir de celle de sint.

=+
c) Calculer [, tsinte™'dt.

AN J

Exercice 7 - Frullani avec un cosinus

. +oo (e'“t - e'bt) cost
Soient a > 0 et, pour b > 0, F(b) = J , 7

a) Justifier la convergence et montrer que F est dérivable avec
+ o0
F(b) = [, e costdt.
2

b) En déduire F(b) = %m ii—gz

c) Retrouver le cas sans cosinus (In %) en remplacant cost par 1 : quelle différence
dans la méthode ?

Exercice 8 - Moments gaussiens par dérivation

Pour a > 0, soit I(a) = fi:e‘“tZ dt = [I.
a) Justifier la dérivation sous l'intégrale a tout ordre.
b) En déduire [ . t2e~'dt et [ . t*e~ dt.
c) Généraliser : [ t: t2ng=at” qt.

- J

Exercice 9 - Logarithme de un plus x carré t carré

o 2,2
Pour x = 0, soit F(x) = f; %dt-

a) Justifier la convergence et la dérivabilité sur ]O, +o[.

v o 2
b) Montrer que F'(x) = fo 1+ X22t>2(§(1 e dt = § Zx'
. 2
h1(17+2t)dt'
1+t

¢) En déduire F(x) = mln (1 + x), et la valeur de f;
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Exercice 10 - L’intégrale de Poisson

. bid
Pour |x| < 1, soit F(x) = [,In (1 — 2xcost + x*) dt.

a) Justifier que F est dérivable sur ] — 1, 1[.
b) Vérifier que 2x — 2 cost = %((1 —2xcost+x%) — (1 — x2)) pour x # 0, et, sachant

n dt _ S .
Jo 1 oxcosti® 1 fxz, en déduire F' = 0.
c) Conclure, puis calculer F(x) pour |x| > 1 (factoriser x?).

AN J

Exercice 11 - Arc tangente comme intégrale

Soit F(x) = [~ e304 ¢ pour x € R,

a) Montrer que F est de classe clsurR (domination indépendante de x).
b) Calculer F'(x).
c) En déduire F(x) = arctan x.

Exercice 12 - Dérivation a borne variable et équation différentielle

Soit g continue sur R et y(x) = f; sin (x — t)g(t) dt.

a) Rappeler la dérivée de x ~ fgh(x, t) dt pour h de classe ct.
b) Calculer y et y”, et montrer que y’ +y = g avec y(0) = y'(0) = 0.
c) Application : résoudre y" +y =1, y(0) = y'(0) = 0.

Exercice 13 - Développement en série d’une intégrale a parameétre

1
Soit F(x) = [, e dt.

a) Montrer que F est de classe C” sur R et calculer F™(0).

b) En intégrant terme a terme, montrer que F(x) = 2 pour tout x.

Xn
n=z0n!(2n+1)

1
c) En déduire une valeur approchée de [ : el dt.

Exercice 14 - Une équation différentielle d’Euler

t

. — +oo e_
Pour x = 0, soit F(x) fo THxi dt.

a) Montrer que F est de classe c! sur 10, + [, et que F(0) = 1.
e’ qt=1-F
(1 + xt)* X

+ o0
b) Par une intégration par parties, montrer que f 0

¢) En écrivant — £t =1 1 _ 1 ) montrer que x2F'(x) + (1 + x)F(x) = 1.
) (1+Xt)2 X(1+xt (1+Xt)2 q (x) + ( )F(x)

Exercice 15 - Synthese : la fonction de Dawson

Soit G(x) = f;m e~ sin (xt) dt.

a) Montrer que G est de classe C'surR, impaire.

b) Par une intégration par parties dans G'(x), montrer que G'(x) = % - %G(x).
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Ve Ve . f— X
c) Résoudre cette équation : G(x) = %e A [ ewttdu,

d) En déduire G(x) ~ + en + (montrer que fze“z"‘du ~ %e"zl‘l).
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