Chapitre 17 - Intégrales généralisées 1

Plaquette 3 - Calculs d’intégrales impropres :
changements de variable et intégrations par parties
Intégrales généralisées — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Changement de variable. Si ¢:]a, B[ — la, b[ est une bijection C! strictement

b
croissante, faf(t) dt et fif((p(u))(p’(u) du sont de méme nature et égales en cas de
convergence.

b b
Intégration par parties. Si uv a des limites finies aux bornes, [ Juvet f L uv sont de
b b

méme nature, et fa u'v = [uv]Z - fa uv'.

Références.

+o0 .
re=J, ¢~ letdt, T+ =n!, [, e—tzdtzg

AN J

Correction de I'exercice 1 - La relation fonctionnelle de Gamma

a) Avecu =t v = e tsur[g X] : f tXe tdt = [ t*e ‘t]g + xfft"_le‘tdt. Le crochet tend
vers 0 (x > 0), d’ou
I'x+1)=xI'(x)

b)I'(1) =1 et récurrence : F(n +1)=nI'(n) =n!.

Correction de l’exercice 2 - Gamma aux demi-entiers
+
a) F(%) = [, t7'/%e7tdt; avec t = u?, dt = 2udu :

F(l)=f;w%uz2udu=2-g=ﬁ

9 0(3) - m 1(3) - 34 -
c) Récurrence : F(n + %) = 2”2‘ 1 %\/ﬁ - (@2n- 1)(223 =31 et
(2n—-1)2n = 3)-+1 = (—’;‘1)"

Réponse. F( ) = VI, 1“( =YL '(n+ 1) = @n)! &

4"n!
Correction de I'exercice 3 - Une fraction en t puissance quatre

a) Integrandes positives, continues, O(t > en +«. Avect = 3

+ o0 +
I_fo u:foudu_J

1+u‘ F ut+1
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2
b) On divise numérateur et dénominateur de 1-+£ 1 o par t, et t* + % (t - %) + 2.
cu=t- % est une bijection croissante de ]0, +»[ sur R, avec du = <1 + %)dt :

o= du__m .
ut+2 2 202

Réponse. [ = J_T =~ 1,1107.

Correction de I’exercice 4 - Une intégrale nulle par symétrie

a) En 0 : équivalent a Int, intégrable. En + : % = o(#), intégrable.

byt=14 dt=-du. r= " =loudy__ f¥ Inu_gy = —1 doncl=0.

u 1+u2u? u+
c)t=au:
+
lnt 1 Ina+Inu 1( I )_Hlna
> dt = === =du=Z(lna-5+0) =
fo a? + t? f 1 + u? a 2 2a
Int _ mlna
Réponse. [, + 2 et [ Sl = 1ae

Correction de I'exercice 5 - Puissances de 1 + t carré

a)t=tan®, dt = (1 +tan’f)dh et 1 +tan’0 = —L_ : —db__ = cos?"~29d6.
cos“0  (1+t9)

m/2 9

/2
by =4,1I,= fo cos* =14 ;= fH cos* = 3L (intégrales de Wallis).

0 16

2
Tt o 1+1t%)
c)I =[ L ] + —2t°__ g (——ZI — 2I,, donc
)1 2 0 fo (1+t2)2 f t) 1 2

NS

Réponse. In = Wzn_z ; Il = %, Iz = %, I3 = 3

Correction de l’exercice 6 - Puissances du logarithme
a) t = e " envoie ]0, +«[ sur ]0, 1[ (décroissante), dt = —e “du :

1 + o
S anptat= [, (—w'edu = (-1)"n!

b) Méme changement : f;w ule"@+uqgy = - (avec v = (a + 1)u).

(a+

1.2 _16
2 @2y 27

Réponse. f(l)(lnt)" =(=1)"n!; f;t“1n2t= ek fo\fln 2—6
(a

c)a=

Correction de l’exercice 7 - Cosinus hyperbolique inverse

a)u=et, dt=9du.

f+°° dt =f+°° du _m_nm_uom
0 olyet 1 2 4 4

b) L =_2 _ fonction paire : f+°° =2-2-
cht ~ oft+et’ J e
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ey 1 , o T dt
c) Une primitive de — est th, d’ou fo = =1.
ch ch’t
Réponse. a) % ;b)m;c) 1.
Correction de I’exercice 8 - Intégrales de Frullani

a) On sépare (intégrales sur un segment) et on pose u = at dans la premiére, u = bt dans
la seconde : f f be S ~du, puis on réarrange les bornes.

b) e—bs fbs du f

c) Donc

d“—ln— 11m1te1n— EtO<faX ¥ “dus<¢®

+ —-
Réponse. [, © “dt = In2 ; en particulier In 2.

t

Correction de I’exercice 9 - Une intégrale par parties délicate
a)En0:In(1 —t* ~ —t? intégrande = —1.En1:In(1 -t*) =1n(1 —t)+In(1 + t),
intégrable (singularité logarithmique).
b)v = % Le crochet In(1 — tz)% tend vers 0 en 0 (équivalent t) et en 1 (
1-8In(1-1t)—-0). Donc

1

1
_ =2t . t=1 44 = 2(t—1)
I‘_fol_tz' t d’7‘f0(1 DA+ = _2f01+t

c)I=-2In2 = —1,386.

Réponse. foln(li_t)dt = —2In2.

t2
Correction de I’exercice 10 - Un produit polynome exponentielle sinus

+ 00 - o +o0
a)Avecz=1-1i, [, te™dt= [—teTZt} +1f e #dt= % (le crochet tend vers 0 car
0
le % =e™).

b) 2> = (1 —i)* = —2i, donc %

1.
5 ¢

+ o0 1 +
fo te_tsintdt=§, fo te ‘costdt =0

“+ 00
c) Par récurrence (méme IPP), [, t"e *dt = nl_
V4
+
Réponse. [, te 'sint = fo te“tcost=0; fo the ™ = z’?}fl'

Correction de I'exercice 11 - Fraction rationnelle sur la droite

a)t?+2t+5=(t+1)>+4, et

+ o0
_dt [1arctant+1] =1
I~ t+1)°+4 L2 2 Jw 2

u

b)Avecu=t+1: [ ledu. La partie impaire > est intégrable, d’intégrale
(u?+4) (u? +4)
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nulle. Pour [ —9% _ y = 2tan6 donne L f 2cos 26d6 = L. Résultat :
(u? +4)° ~16"
c) Non : ﬁ ~ % en +o, non intégrable (méme si une « valeur principale »
symétrique existerait).
Réponse. a) % ;b —ﬁ ; ¢) diverge (équivalent 1)
Correction de I’exercice 12 - Arc tangente sur un plus t carré
_ —_ _dt ol .
a) u = arctant, du = ey ueE [O, 2[ :
+ o /2 2
arctant -
fo —dt—f0 udu—%
1+t
m/4 I
b) [, udu=Z.
H/2 3
C) f = H—4.
3
H . o
Réponse. a) ;b)) & 32 ; C) e
Correction de I’exercice 13 - Une intégrale gaussienne déplacée
— | —
a)U—\/Et. ﬁ\/ﬁ—\/g
b) —t? + 2t = —(t — 1)*+ 1, donc
+
J et +2tdt—ef e~V dt = e/ir
+ o0
c) Par parties avecu =t, v =te™t, v = “ ket [—%e"q + %fe‘t2 = g
5 . . o) YI
Réponse. a) \/E ; b) ey ; c) 5.
Correction de I’exercice 14 - Réduction par le changement t vers 1 surt
_ 1. f/u) du —flu)
a)t=qy: fo T2y u fo 2l du, donc I'intégrale est égale a son opposée.
lnt _dt converge (Inten 0, o(t>/?) en +w) et, avec t =&, —d = —_du . ¢Jje
)fo ge ( ,o(t™3'%) ) et, R T
vaut son opposée, donc 0.
1. 1 — u®*du ; .
c) Avect = 3 : T + o doul=[ TETERETGE En ajoutant :
=+
dt _ o I
2l = =2, I==
f 1+¢2 2 4
+ o0
Réponse. Intégrale nulle par antisymétrie t = + f 0 T —ar = % pour tout a.

(1+t)(1+t)

Correction de I’exercice 15 - Syntheése : racines de la tangente et de la
cotangente

a) En % .Jtant ~ —L = intégrable. Avec t = arctanu?, dt = 121—(2{1 :

B

m/2 + o 4o 2
[, Vantdt= [, u-liu4du=2f0 u”du
u

1+ u?

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 17 - Intégrales généralisées

R S | S
b) 2 YRR 2,221.

/2
c) t~ I — t échange tan et L : dt _ — I ot]a somme vaut m/2.
) 2 g tan "7 0 ftant 2 2
, /2 /2
Réponse. [, Vtant = [,  —— =L ; somme m/2.

Jtant 2’
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