Chapitre 17 - Intégrales généralisées 1

Plaquette 1 - Convergence, criteres de
comparaison et intégrales de référence
Intégrales généralisées — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

P b A X . . 2 g
Définition. [ .f est convergente si limy _ ;- I . [ existe et est finie (et symétriquement
en a). Sur Ja; b[ on coupe en un point intérieur et 1’on exige la convergence des deux
morceaux.

Intégrales de référence.
T de

1

Lt

converge = a > 1 o pa CONverge = a <1

+ o 1
Jo eMat=La>0 [ mtdt=-1

Criteres (fonctions positives).

— Comparaison : 0 < f= g; si [ g converge, [ f aussi.

— Equivalents : f ~ g au voisinage du point problématique (avec f,g = 0) =
méme nature.

— Négligeabilité : f = o(g) et [ g convergente = [ f convergente.

— Croissances comparées : e ' I’emporte sur toute puissance ; In est négligeable
devant toute puissance.

Fonctions de signe quelconque.

— Convergence absolue : [ |f] converge = [ f converge.
sin

; t dt converge (IPP ou critere d’Abel) sans converger

. +o
— Semi-convergence : [
absolument.
Techniques de calcul.
— Primitive puis passage a la limite.
b, b b 2
— IPP: [ u'v =[uv], — [ uv, sous réserve de convergence du crochet.

— Changement de variable C ! strictement monotone : conserve la nature et la
valeur.

, . +oo 2
— Intégrales célebres : [ o € dt=

VI rt*sint 3, _ I
Tlfo t dt—z.

- J

Correction de I’exercice 1 - Intégrale de Riemann en l’'infini

— Critere : a = 3 > 1, donc 'intégrale converge.

X’ X
g{_i] _1_ 1
143 2t* ), 2 2x?

— Quand X - +x, cette quantité tend vers l.

2

— Calcul :

— Valeur : f:w% = %
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+
— Formule générale : fl d—f =_1 pour a > 1 v (ici l).
t a-—1 2
— Frontiére : pour a = 1, la primitive est InX - +» — divergence.
Réponse. Converge, et vaut %

Correction de I'’exercice 2 - Singularité en 0

— Premiere intégrale : a = 1. 1, elle converge.

2
1
St 2de = 2081 =2 - 208 — 2

dt
— Donc = 2.
fod
— Seconde intégrale : a = 2 = 1, elle diverge.
1
d_1_1 40
£ t2

— A retenir : les critéres sont inversés entre 0 et +. En 0, la convergence demande
a<1l;en+owx,elledemande a>1.

7 +OO 3 .
— Conséquence : [ 0 % diverge pour tout a — aucune valeur ne convient aux deux
bouts.

Réponse. La premiere converge (vaut 2), la seconde diverge.
Correction de I’exercice 3 - Comparaison par équivalents

La fonction est positive sur [1; +«[ : les équivalents s’appliquent.
t+1 _t _ 1

2+t 2 2
+
_f1 ?t converge (a =2 > 1).

— En 4o :

— Par comparaison par équivalents, 'intégrale converge.

— Pas de probleme en 1 : la fonction y est continue, la borne 1 n’est pas singuliere.

— Controle d’ordre de grandeur : 'intégrande vaut 1 en t = 1 et décroit comme tl_z ; la

valeur de l'intégrale est de 1’ordre de 1.

— Meéthode : toujours préciser ou I’équivalent est pris — un équivalent en +« ne dit
rien du comportement en 0.

Réponse. Converge (f ~ 151_2 en +o).

Correction de l’exercice 4 - Deux points problématiques
Il y a deux points a examiner : 0 et +«. On coupe en 1.

1
— EnO: et converge (a =+ <1) v
JEd+0 t fo ge ( 2 )

. 1 _ 1 +°° _dt 3
_En+°°'ﬁ(1+t) t3/2,etf1 P converge (a = 5 > 1) v

— Conclusion : I'intégrale converge.
— Calcul exact : le changement t = u? (dt = 2udu) donne

+ 00 + o
2udu du
7=2 =2X
l, u(l +u?) fo 1+u?

=I

N[
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— Controle : 1 = 3,1416, valeur plausible pour une fonction décroissant de +« en 0a 0
en +« v

Réponse. Converge et vaut 1.

Correction de I’exercice 5 - Croissances comparées

— Croissances comparées : t1%~ o( 1) en +w, car t'2e~t - 0.
t2

S :w ?t converge, donc par négligeabilité l'intégrale converge.

— Valeur : par IPP répétées, f;w t"e~tdt = n! — c’est la fonction Gamma, I'(n + 1) = n!.

— Ici [ t'%~tdt = 10! = 3628 800.

— Principe général : e écrase toute puissance. Toute intégrale [ +°°P(t)e‘“dt
converge pour A > 0 et P polynomial.

— Attention a la borne 0 : ici pas de probléeme, t'%

y est continue.

Réponse. Converge ; f;wtloe‘tdt = 10! = 3628 800.

Correction de I’exercice 6 - Intégrale avec logarithme

— Probleme en 0 : Int - — .

1

Jt
converge. Donc l'intégrale converge absolument.

— Calcul par IPP : une primitive de In est tInt —t, donc

— Convergence : |Int| = o< > en 0" (croissances comparées, Jt Int — 0), et fo\/—

1
J.ntdt=[tint - 1)} = -1 - (elne —¢)

— Orelne—>0ete—-0:lalimite est —1.

1
— Valeur: [, Intdt = -1.
— Controle de signe : Int < 0 sur ]0; 1[, donc I'intégrale doit étre négative v

Réponse. Converge et vaut —1.
Correction de l'exercice 7 - Semi-convergence

Convergence. On integre par parties sur [1;X] :

X .
sint 4, _ cost cost
fiointar =[=cpot - [ st

cosX _, o

— Le crochet converge : e

— L’intégrale restante converge absolument : %gt =< % intégrable.
— Donc l'intégrale converge.
Non-absolue convergence. Sur |:k1'[ + kg + 32 } | sint| = ‘/25 donc
f(k+l)nlsmt|dt_gx /2 _ \/j
ki t (k+1)m 4k+1)

— La série >, diverge, donc [ :w @dt = +

1
k+1
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I

— Conclusion : l'intégrale est semi-convergente. Sa valeur sur ]0; +«[ est 5

(intégrale de Dirichlet).
Réponse. Semi-convergente : IPP pour la convergence, minoration par blocs pour

SI = +e.

Correction de l’exercice 8 - Changement de variable

— Convergence : en +x, i r~ et intégrable ; pas de probléme en 0.
e
— Changement de variable : u = e, donc du = —e " !dt et dt = —dT.
1 _ u

— L’intégrande devient et les bornes t:0 - +~ donnent u:1 - 0.

1+%_u+1'
+ o0 1 1

dt  _ u du _ du _
Jo 18 =todr < =Jogy =2

— Valeur:1n2 = 0,693.

— Controle de vraisemblance : I'intégrande vaut 0,5 en t = 0 et décroit vite ; une aire
d’environ 0,7 est cohérente v

1 - e_t% et reconnaitre une forme —*.

+ et 1+e

— Meéthode alternative : écrire 1
Réponse. In2 = 0,693.
Correction de I'exercice 9 - Intégrale de Gauss

Convergence. Pourt =1 : t? = t, donc et < e~t, dont I'intégrale converge.

— Sur [0; 1] la fonction est continue : pas de probleme.
— L’intégrale converge.

Encadrement.
+ o0 1 + o

— Majoration : [ et < Joldt+ [, eldt=1+e7!=1,368.
— Minoration : sur [0; 1], et = e~t, donc l'intégrale est = 1 —e~! = 0,632.
— Valeur exacte : g =~ 0,8862, bien dans I’encadrement [0,632;1,368] v
— Remarque : e~ n'a pas de primitive élémentaire ; le calcul exact passe par un

changement en coordonnées polaires sur R>.
— Importance : cette intégrale normalise la loi normale en probabilités.

Réponse. Converge ; valeur g ~ (0,886, encadrée par 0,632 et 1,368.

Correction de I'exercice 10 - Intégrale et série

La fonction f(t) = % est positive décroissante : on encadre par comparaison

série-intégrale.

n+1 n
— Pournz1:[ ~fldt=fin) <[ _,f(t)dt (la seconde pour n = 2).
— Sommation :

1< 2#51+fjwf=2

n=1
2

— Vérification : 2% = % ~ 1,6449, bien dans [1;2] v
n
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— Portée : la comparaison série-intégrale donne a la fois la nature (les deux
convergent) et un encadrement exploitable numériquement.

— Attention : 'intégrale et la somme ne sont pas égales — 'écart 0,645 est ici
substantiel.

3 1 2
Réponse. 1 <> = = 2, la somme valant & = 1.645.
n

Correction de I'exercice 11 - Intégrale a parametre (nature)

Deux points a étudier.

t" a T orirs 1 a
— EnO: 5 ~ 7. L'integrale fot dt converge = a > —1.

1+t

En +w: —L_ ~ t*=3 L'intégrale [t~ 3dt =3-a>1,soita<?2
— T . grale J, converge a , soit a .
— Conclusion : convergence si et seulement si -1 < a < 2.
— Contréle aux bornes : @ = —1 donne [ 0% : divergence v ; a = 2 donne [ +w% :

divergence v
— Exemple : a = 0 convient, et f;m dt ~ = 20 _ 1 2009,

1+t> 3/3

Réponse. Convergence si et seulement si —1 < a < 2.

Correction de I’exercice 12 - Intégrales de Bertrand

InX du

X
a) Avec u = Int: dt - =
: I t(np’ 2P

(intégrale de Riemann en +x).

qui converge quand X — +« si et seulementsiff > 1

b)u= % envoie 10, 1] sur [2, +«[, avec % = —% et |Int| =1lnu:
f1/2 dt _ +o0 du
O Hmef T2 u(lnw)’

méme nature : convergence si et seulement si § > 1.

c)Sia>1: t“%nt =< tl_“ pour t = e, convergence. Si a = 1 : divergence par a) (8 = 1). Si
1

_1 i
Tt = 57 pour t grand, divergence.

a<l:

+ +
Réponse. dt ot dt__ convergent ssif > 1 ; At ggig > 1.
P / t(Int)? Iy t|Int|) J p / t*Int

Correction de I’exercice 13 - Intégrale du logarithme du sinus

a) En 0%, sint ~ ¢ donc In(sint) = Int +In St = Int + o(1), et [ Int converge : I converge
(intégrande négative).
b))t~ % — t échange les deux intégrales. En les ajoutant :
/2 12,
21=fg In(sintcost)dt = fg ln%%dt.

H/2 II e . . by
C) fo In (sin2t)dt = %foln(sin u)du =1 (avec u = 2t, et symétrie de sin par rapport a
%). Donc

=7-I =1
2I=1 21I12, I 21n2

, /2 .
Réponse. fg In(sint)dt = —%Inz.
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Correction de l'exercice 14 - Exponentielle amortie et sinus

-t

a) le"tsint| = e”!, intégrable sur [0, +].

1 Fio = 11 e

I= Im% = %
c) [y eatibtgr = L= aaziil;ljz' dont la partie réelle donne [, e~ cos (bt)dt = = i -
Réponse. | = % ; fgwe_"tcos (bt)dt = ot

Correction de l’exercice 15 - Synthese : calcul par IPP

Convergence : par croissances compareées, tke 2t est intégrable sur [0; + [ pour tout k.

2 y=t:

_| _te™® +1 e2gr=0+Llxl=1
I‘[z] f dt=0+2x5=12

2t

Calculde I — IPP avecu =e

— Le crochet est nul aux deux bornes (te ™" - 0 en + ).

Calcul de ] — méme IPP avec v = t°

=+ o0
J=0+[, tedt=1=1

Zt] + [ e tdt=1=1

A ind (g -atqy - n!
— Controle par la formule générale : f o e ™dt= T

N

2
— Attention au coefficient : J = [—t e

o

_ =2.1 =2.2-1
—n=12A=2:4/;n=224=2:5=,"

— Lecture probabiliste : pour une loi exponentielle de parametre 2, I'’espérance vaut
% et IE(XZ) % d’ou une variance de %

Réponse. [ =] =%
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