Chapitre 17 - Intégrales généralisées 1

Plaquette 4 - Intégrabilité,
semi-convergence et liens avec les séries
Intégrales généralisées — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

; .. ) (k + D)o
Découpage en périodes. Pour f continue sur [0, +o[ et ux = J, f:

+o0 X
fo f converge = Euk converge (si sup ka If1—0)

km=x=s(k+ 1o

Abel pour les intégrales. Si f est Cl, décroissante de limite nulle, et g continue de
primitive G bornée, alors [ fg converge (par parties : [ fg = [fG] — [ fG).

+ o0
Série-intégrale. Pour f positive décroissante, > f(n) et /  f ont méme nature, et

S =S = [rF

2 2
Intégrabilité et produits. |fg| = fz% ; Cauchy-Schwarz : ( ) |fg|) <[ i [ g>

- J

Correction de I’exercice 1 - Intégrable sans tendre vers zéro

a) Les supports sont disjoints (de demi-largeur # = %), donc au voisinage de chaque
point au plus un triangle est non nul : f est continue et positive, et f(n) = 1.

b) Chaque triangle a pour aire % . % 1= # et sur [0, X] I'intégrale est une somme finie

d’aires, croissante en X :

[ir=3 =21
n=

n

c) Non : f est intégrable mais f(n) = 1 ne tend pas vers 0. Contrairement aux séries, la
condition « terme général — 0 » n’est pas nécessaire.

. s 2 e s
Réponse. f intégrable ([ f = % — 1) alors que f(n) = 1 : une fonction integrable ne tend
pas forcément vers 0.

Correction de I’exercice 2 - Quand l'intégrabilité force la limite nulle

a) f décroissante a une limite / € [—o, +x[ ;sil =0, |f] = %l (ou = 1) au voisinage de +x,
non intégrable. Donc £/ =0, et f={=0.

b) Par décroissance, f(t) = f(x) sur [% x], d’ou la minoration. Le membre de droite tend
vers 0 (reste d’'une intégrale convergente), donc xf(x) — 0.
c) Sinon, il existe € > 0 et x,, = +» avec |[f(x,)| = € ; par uniforme continuité, |f] = % sur

[x, — 6,x, + 6], de signe constant, donc

Xp+6
f v« -6l = &b
ce qui contredit le critere de Cauchy pour I'intégrale convergente.

Réponse. Décroissante intégrable : f— 0 et méme xf(x) — 0 ; uniformément continue
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intégrable : f— 0.

Correction de I’exercice 3 - L’intégrale de Fresnel

du_
NT

smu — cosu cosu 3 3 A i A .
f Vg S [ } f L 4372 et le dernier intégrande est intégrable : convergence.

a) u = t2, bijection croissante C' de[1, +o[, dt = Par parties,

b) Non : Isinu| _ sin®u _ 1—cos2u g

20u T 2Ju 4Ju

+
du _
fl 4Ja +o

(le terme en cos 2u converge) : pas d’intégrabilité.

c) sin(tz) n’a pas de limite (elle prend les valeurs +1 arbitrairement loin) : 'intégrale
converge grace a l’oscillation de plus en plus rapide, sans que l'intégrande tende vers 0.

Sll’l u

Réponse. I = fl Sha

converge, non absolument ; sint* n’a pas de limite.

Correction de I'’exercice 4 - Un équivalent trompeur

[ _ 1 SN o ) sint
a) St/ TxsmiE 1 la ou sint # 0 ; la convergence de T s’obtient par parties
(Abel).

1 1 _ 2 — sint .
b)m—l x + O(x*) avec x = Tt

sint sint 1 _ sint _ sm t 1
fio = Spt(1- St +o(}) - St - 9+ o)
sin’t _ 1 _ cos?2t

t — 2t 2t

+ o0
divergente : [ , fdiverge. Les équivalents ne valent que pour des fonctions de signe
constant.

c) f %r;t converge, f o@t™3'%) converge absolument, et a une intégrale

sint

Tt

. .2
Réponse. f= SIL _ %t + O(t™3'?) : divergence, malgré I« équivalent »

Jt

Correction de I’exercice 5 - Une série tres lentement divergente

a) Avec u = In(Int), du = % une primitive est In(In (Int)).

b) f(t) = m est positive et décroissante sur [16, +«[ (produit de fonctions positives
croissantes au dénominateur), et

X
J.f=InInnX-Inlnln16 _— +o

- 4+

610
la série diverge (atteindre 10 demanderait n de I’ordre de e® ).

c) Primitive — de limite finie : convergence.

1
Inlnt’

Réponse. E diverge (primitive InlnInt) ; avec (Inln n)z, convergence.

1
nlnnilnlnn
Correction de I’exercice 6 - Sinus cardinal par découpage en périodes

sinu

a)t=u+kmetsin(u+ ko) = (—l)k sinu. Pour k croissant, I'intégrande positive Ttk

décroit ; et ay < % -0(k=1).
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b) Critére spécial : E(—l)kak converge, et pour x € [km, (k + 1)m], ff) est comprise entre
deux sommes partielles consécutives, donc l'intégrale converge vers la somme I,

I -
encadrée par les sommes partielles : ag—a; <I <ay = fo Sl?t dt = 1,852.

c)u+ km =< (k+ 1)z sur [0, 7], donc

- 2
ak_(k+1) f sinudu = ®+ Dn
(n+1)m |sint
. |51?|=2k<nak_’+°°'
Réponse. fo Lnt = 2( 1) ax converge (et vaut H) mais Eak diverge : pas

d’intégrabilité.
Correction de I’exercice 7 - Lemme d’Abel pour les intégrales

a) Intégration par parties sur un segment.
b) |fX)GX)| = MfiX) - 0 et |fG| = —Mf (car f = 0), avec

X
[ —f = flo - fix) — fia)

donc [ f G converge absolument. Ainsi [ :w fg converge.

c) f— g Sur [2, + [, g = sin, G = —cos : convergence. f = t‘O'Ol, g = Cos : convergence

(meme Sl f décroit tres lentement).

7 . +w
Réponse. Par parties : [ fg converge ; Slgltt et [ ngf convergent.

Correction de I’exercice 8 - Une moyenne pondérée d’une fonction
intégrable

a) On coupe en A : sur [0,A], t <A ; sur[A, X], & % =

+ o0
b) Soit € > 0 ; on choisit A avec fA If] = ¢, puis X assez grand pour que —fo Ifl=¢e:la
quantité est < 2e¢.

c) [ite™tdt =1 — (X + 1)e”%, donc

X -X
1 - 1-X+1e
onte tdt= X _)0

conformément a b).

X _ -X
Réponse. Découpage en A : %fo tf(t)dt — O ; pour e*, % -0

Correction de l’exercice 9 - Le carré du sinus cardinal

a) En 0, I'intégrande tend vers 1 ; en +«, elle est majorée par tl—z

X
) ) X .2 .2 X o .
b) u = sin’t, v = t1_2 V= _% S 51?2 t = [—5“2_ t] + M, le crochet tendant vers
&

0 (M..g)_

c) fo SmZt dt = E (avec u = 2t). Plus généralement, pour a > 0, u = at donne Z, et par

2 7
1mpar1te,
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**sin(at) , @
fo Tdt = isgn(a)

0 .2
(nulle pour a = 0). Donc f; 51;12 L —

Nl

+Foo s +o .
sin® — sin 2t _ . sinat _
Réponse. fo 2 —fo ot = 127 ; fo &= gsgna.

Correction de I'’exercice 10 - Intégrabilité d’une fonction et de son carré
Y s is [Ldt g
a) f(t) = G 'foﬁ 2, mais fo a diverge.
+o0 . +o0 .
byfity=21: [, % =1, mais [, % diverge.
c) Si |f] = M, alors

f = Mif

et I’on conclut par comparaison. Sur un intervalle borné, I'intégrabilité de ]‘2 entraine
celle de f (Cauchy-Schwarz) mais pas sur un intervalle non borné.

Réponse. = sur ]0,1]; 1 sur[1, +«[ ; fbornée intégrable = )‘2 < M]f] intégrable.

Jt

Correction de l'exercice 11 - Cauchy-Schwarz pour une moyenne
harmonique

a) Sur [1, X], Cauchy-Schwarz donne (f ) f fzf1 2 = ffmf2 -1 : la fonction
croissante X ~ fl est majorée.

b) Non : F n’est pas de carré intégrable et 'argument tombe. Contre-exemple :

_ ; 1 |
flt) = Jfln D’ dont le carré 02 o) est intégrable (Bertrand), alors que 77 = theD ne
I’est pas.

o 12 _ e 16 _ 5 5\2 _
of, t"=5et[, ¢t —§ avec(§) ~2,78=5 .

2
; m> : -

Réponse. <f ) = ff2 ; faux avec = (f \l—ln(et))

Correction de I’exercice 12 - Intégrales et séries alternées

ay\N+1
1 + a Ek NG ta) + % puis on integre ; le reste vérifie
1
alN+1) 34 _ 1
Ral = J ot = TNFD+1

c)a—l-z(_l) f =1n2 a—Z-E—(_l)k—E
T4 k+1 01+t YT e 4k+1 T 4

1
Réponse. 2k>0c§k+)1 fo - +t“ ;In2 poura =1, & poura = 2.

Correction de I’exercice 13 - Equivalent de la queue de la gaussienne

a)e = —12t (—2te ) :avecu= -1, v =-2tet, v=et:

1
2t
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e—tz + oo e—t2

2t

b) Le dernier terme est positif et majoré par iR(x). Donc R(x) <1 + 7) e > R(x), et
le rapport tend vers 1.

c) eT—E’ =~ 2,06 x 10_5, et la valeur exacte R(3) = 1,96 x 107° (écart relatif = ﬁ).

Réponse. R(x) ~ % ;R(3)=2x107°.

Correction de I'exercice 14 - Comparaison série-intégrale avec controle du
reste

k+1 k ,
a)Pourk=n+1:[, f=fik)=<[,_,f puis on somme.

+ o0
b) [, tZd-f L= 7 —arctann = arctan L donc
arctan —1 1= 21 = arctan%
ntl ShkT+1

c) Les deux bornes sont équivalentes & k : le reste est équivalent a L.

Réponse. arctan l_ < Ek -n 1 <arctand 1

i i1 %, reste ~ =.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : 'intégrale de Dirichlet

a) 2 sin%cos (kt) = sin ((k + %)t) — sin ((k - %)t) : la somme télescope, d’ou la formule. En

intégrant sur [0, ] : fgcos(kt) dt = 0 pour k = 1, il reste %
IT I IT
b) Avec A = n +% : fo(psin(At) = [—%(M)]O + %fofp'COS (At), et

2|lell., + ml¢].,

2 =0

chp(t) sin (At) dt‘ <

. AT s +oo .
c) Par a) et b), fg&t(}‘t) dt - Z, et u = At donne fon Silu 4y, 1'intégrale [, SBU

convergeant (exercice 6), sa valeur est la limite le long de la suite A — 4+ :

Réponse. Noyau de Dirichlet + lemme de Riemann-Lebesgue : [ ; ’ %dt =

MR =
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