Chapitre 17 - Intégrales généralisées 1

Plaquette 5 - Problemes de synthese : intégrales
classiques, séries et convergence dominée
Intégrales généralisées — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Convergence dominée. Si f, — f simplement sur I (fonctions continues par
morceaux) et |f | = ¢ avec ¢ intégrable sur I, alors

f,n,:wf,f

Intégration terme a terme. Si D u, converge simplement et >, [ lun| < +o, alors
S 2 un =2 J,u, (pour des u, = 0, I'égalité vaut dans [0, +«]).

L, 1 +oo 1 _ /2 .
Références. [ t"Intdt = —m;fo t5~le ntdt = Frgf) : fg Insin = —Z1n2.

AN J

Correction de I’exercice 1 - Une intégrale de logarithme par parties
a)EnoO: 1n<1 + %) = —=2Int+1In(1 + t%), intégrable. En +« : équivalent a % intégrable.

b) Le crochet tln <1 + 151_2> tend vers 0 en 0 (équivalent —2tInt) et en +« (équivalent %).

-3
Etu=—=2t_=_=2_ dou
1+t2 w2 +1)

c)l =1.

, +o 1
Réponse. fo In(1+ t—z)dt =1II.

Correction de I'exercice 2 - Logarithme sur un moins t et zéta de deux

a) Série géométrique de raison t € ]0, 1[, multipliée par Int.

b) Les termes t"Int sont tous négatifs : on applique le théoréme d’intégration terme a
terme aux fonctions positives —t"Int, avec
1

—t"Intdt = —L N R
fs (n+ 1) ngo (n+1)2
_ 1 m?
c)I= _Enzom = —% = —1,0645.
, 1 2
Réponse. [ 11ritt dt=-> (n+11)2 =-I

Correction de I’exercice 3 - Une intégrale de Fermi-Dirac
) 1 _ et

A=t == En 1 (—1)" " lent (série géométrique de raison —e !, de module < 1).

+w - V4 \ . /7 . N\
b) [, |(=D" " 'te | dt = % et 2# < + : le théoréme d’intégration terme a terme

s’applique.
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I= [ D 2 \z(2) = I2 =~ 0,8225.
OI=3,.,"2% {2) =1 =

4 _ o’
Reéponse. fo t+ 1 dt = 75

Correction de l'exercice 4 - Frullani avec I’arc tangente

a) En 0 : I'intégrande tend vers b —a. En + :
1

arctan (bt) — arctan (at) = arctanﬁ — arctanﬁ ~ %(% — —) d’ol un équivalent en e

b) Changements u = bt et u = at dans les deux morceaux (sur un segment), puis
réarrangement des bornes.

b
c) ar‘:t% —-1en0: [ azm%du - 0 (intégrande bornée sur un intervalle de longueur
— 0). Sur [aX, bX], arctanu = ﬂ +0(1) :

f ¥ arctanu du — HZin
u X -+ 2

QlT

, +oo _
Réponse. fo arctan bt - arctanat 4

Qls

— I
t—jln

Correction de I’exercice 5 - Deux intégrales déduites de celle du logarithme
du sinus

a) Symétrie par rapport a E : 2 (—Eln 2) = —mln?2.

bu=t v = thf' v = Insint : le crochet tlnsint tend vers 0 en 0 et vaut 0 en H , donc

0 tantdt__ 1n(smt)dt—21n2

c)J= fgtlnsint= fg(n—t)lnsint, donc 2]=Hfglnsint = —m?In?2.

Réponse. a) —ln2 ; b) %an ; C) —”72an.
Correction de I'exercice 6 - La fonction béta

a) En 0 : équivalent t~ L convergence = a > 0. En 1 : équivalent (1 — t)b - 1, convergence
=b>0.

1
b) t » 1 —t échange les réles. B(a, 1) = fot“_l = %

B(1,1)= R
272 N )
b
AQu=t,,v=(1- t)b_l, v=-4 Bt) : crochet nul, Bla+ 1,b) = %B(a,b +1). Et
Bla,b+1)=[t*"'1-0""'(1 -t) =B(a,b) — B(a + 1,b), d’ol

B(a + 1,b)<1 + %) = 4B(ab), Bla+1b) =

Réponse. B(a, b) converge ssia,b >0 ; B(a,1) = %, B(%, %) =m;B(a+1,b)=

Correction de I’exercice 7 - Une fonction définie par une intégrale

a) Avec G primitive de eT_t sur ]0, +«[, F(x) = G(2x) — G(x), donc

—2x —X —2x —X
e e — € — €
F(x) =2 - T Tx

—2x -t -X zxdt_ +
b) Sur [x, 2x], e =se '=seet], T—an.DoncF—»anenO etF—-0en +w.
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o) [re=e 4y = — [T F = F(e) - F(X), d’ot

to —x —2x
e — € _ —
J, &5 " dx=In2-0=1n2

—2x

Réponse. F' = efe_x, F—-In2en0, - 0en + ; 'intégrale de Frullani vaut In 2.

Correction de I’exercice 8 - Dérivée intégrable et limite nulle

a) f(x) = f(0) + f;f, et f;oof converge (absolument) : fa une limite £.
b)Sit =0, |f] = léi au voisinage de +», non intégrable. Donc £ = 0.

c) Si g’ était intégrable, g(x) = g(0) + f)(; g aurait une limite finie en 4+ (a). Or sin (x?)
prend les valeurs 1 et —1 arbitrairement loin : pas de limite. Donc g'(x) = 2x cos (x?) n’est
pas intégrable (et la convergence de [ g, qui est semi-convergente, n’y change rien).

Réponse. f et f intégrables = f— 0.
Correction de I’exercice 9 - Densités gaussiennes

a)u—_—J_ o2JT = oy21m.

b) La premiére est nulle (fonction impaire intégrable). Par parties (u = t, v’ = te
— _a-t?/2
vV=—¢e ) :

—t2/2

+ o + + oo
J_ tPet2ar= [—te_tz/z} + [ _et2dc=2n

c)f(p=1(a)avecm=0,a=1),ft(p=0’ft2(p=1.

—t-m)?/ Qo

Réponse. [e Y = 021 ; @ est une densité centrée réduite.

Correction de l'exercice 10 - La constante de Catalan

a) Développement de arctan sur [0, 1] divisé par t ; pour t fixé, série alternée de termes
décroissants, d’ou la majoration du reste.
b) On integre la somme partielle et le reste :

N Nk
G_E(il)zs

k=0 2k +1)

1 ;2N +2
e dt=—1 >0

02N+ 3 (2N+3)2

c) m <1073 des que 2N + 3 = 32, soit N = 15 (seize termes). G = 0,9160.
+

(="
Réponse. G = > ——— = 0,9160.
p E(2k+1)

Correction de I’exercice 11 - Gamma, zéta et le rayonnement du corps noir

s—1
a)Eno0: tt_ T 572, intégrable cars —2 > —1. En +o : O(t°~ let), intégrable.

b) t => _,t° 'e™™, termes positifs, et fo t5"le ntdt = Frgf) (poser u = nt).

Integratlon terme a terme de fonctions positives :

19 = 3 L& =res)c0s)

n=1

4

C)S=4:1"(4)C(4)=6-”—0

H—5 6,494 (c’est l'intégrale de la loi de Stefan).
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4

, + o ts—l _ . _ .ot
Réponse. [ £—= T(s){(s) ; pour s = 4 : I

Correction de l’exercice 12 - Limite d’intégrales par convergence dominée

a) 1_& - —1sur [0, 1[ en 1, 0 sur ]1, +«[ ; la domination indiquée est intégrable sur
[0, +[. Donc la limite Vaut

fide=1

alors que l'intégrande tend vers O pour tout t > 0 : la masse

)fo 0 ”dt = arctann — Z,

se concentre en 0, aucune domination intégrable n’est possible (le sup des intégrandes

en t vaut zlt' non intégrable en 0).

_n
1+ n%?
n

. . 1 . ,
domination sup, TomoZ = 28 n’est pas intégrable.

+
c) Méme raison : [ 0 dt = % pour tout n, limite simple nulle ; la meilleure

1

i 1
Réponse. a) 1 ; b) fo ' 2t

= arctann — 5 sans domination possible ; c) idem

n
non
1+ n%t 2

intégrable.
Correction de I’exercice 13 - L’exponentielle comme limite sous l'intégrale

a)In(1 —u) < —u pour u € [0, 1[, donc n1n(1 - %) < —t.

n V4 . Ve . . +w
b) f.(t) = (1 — %) 110, m() = €7, dominée par e~* intégrable : la limite vaut [, e™'=1.
Directement :

fz(l_%)ndt=n21_’1

c) Domination par t*~ 1e_t, intégrable : la limite vaut I'(x) (formule d’Euler-Gauss en
germe).

Réponse. fg(l - Ly'dt =

n T~ 1 plus généralement — I'(x).

Correction de l'exercice 14 - Fonction intégrable a dérivée bornée

a) Inégalité des accroissements finis : |[f(x) — f(y)| = M|x — y|.

b) Une fonction uniformément continue et intégrable tend vers 0.

o) Soit h = L pour ¢ € [x, x + hl, [(t)] = f)| — M(t - x) = 0, donc

+o - X+ h _ ~ _f(x)z
J.omn=J. arol-Me-x)dt = Ll

ce qui redonne f(x) — 0, avec une vitesse controlée par le reste de I'intégrale.
+ o0
Réponse. f lipschitzienne intégrable : f— 0, et méme f(x)2 <2M[ il

Correction de I'exercice 15 - Synthese : I'intégrale de Gauss par les
intégrales de Wallis

a)In(l-v)=s—-vetln(l+v)=<vpourv=0(v<1dansle premier cas), avecv = % puis

on multiplie par n et on passe a ’exponentielle.

b) dt = yn cosudu, 1 — % = cos?u : 'intégrale devient J—fo 2 cos2n* 1y du,
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. /2 -
c)dt = Jﬁs(zlu et 1 +tan’u = Col : on obtient mf'; cos*~?udu.
u

co su
d) En intégranta) : /nW,,,, 1 =G =JynW,,_,. Or
mW2n+1~\/ﬁ,,%=g, \/ﬁWZn—Z“'g

JI

Par encadrement, G = 5

, +oo 2 N +oo 2
Réponse. /Wy, 1= [, e =yAaWy,_,, d'ou [, e dt=g.
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