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Plaquette 2 – Nature d’une intégrale impropre :
comparaison, équivalents et paramètres

Intégrales généralisées — Prépa MP / MPI (2ᵉ année)
Exercices

Méthode

On repère d’abord toutes les bornes problématiques (infini, point où l’intégrande
n’est pas définie ou pas bornée) et l’on coupe l’intervalle pour n’en avoir qu’une par
morceau. Pour une fonction positive au voisinage de la borne, on cherche un
équivalent (développement limité, croissances comparées) et l’on compare à une
intégrale de Riemann ∫ dt

tα ou de Bertrand ; la convergence globale exige celle de
chaque morceau. Pour une fonction de signe variable, on étudie la convergence
absolue, et à défaut on fait une intégration par parties. Avec des paramètres, on
obtient une condition par borne, puis on intersecte.

Exercice 1 – L’intégrale d’Euler de seconde espèce

Pour x ∈ ℝ, on considère Γ(x) = ∫+∞
0 tx−1e−tdt.

a) Étudier la convergence en +∞.
b) Étudier la convergence en 0.
c) Conclure, et calculer Γ(1).

Exercice 2 – Deux paramètres, deux bornes

Pour α,β > 0, déterminer la nature de ∫+∞
0

dt
tα(1 + tβ)

.

Exercice 3 – Un équivalent en zéro par développement limité

Pour α ∈ ℝ, déterminer la nature de :

a) ∫1
0
1− cos t

tα dt ;

b) ∫1
0
t− sin t

tα dt ;

c) ∫1
0
et−1− t

tα dt.

Exercice 4 – Différence d’exponentielles sur t

Soit I = ∫+∞
0

e−t− e−2t
t dt.

a) Montrer que l’intégrande se prolonge par continuité en 0.
b) Montrer que I converge.
c) Les intégrales ∫+∞

0
e−t
t dt et ∫+∞

0
e−2t
t dt convergent-elles ? Que retenir ?
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Exercice 5 – Logarithmes en l’infini

Déterminer la nature de :

a) ∫+∞
1 ln 1 + 1

t dt ;

b) ∫+∞
1 ln 1 + 1

t − 1
t dt ;

c) ∫+∞
1

1
t − sin 1

t dt.

Exercice 6 – Sinus sur une puissance

Pour α > 0, on étudie Iα = ∫+∞
0

sin t
tα dt.

a) Étudier la convergence en 0.
b) Montrer par une intégration par parties que ∫+∞

1
sin t
tα dt converge pour tout α > 0.

c) Pour quels α la convergence est-elle absolue ? Conclure.

Exercice 7 – Logarithme sur un dénominateur qui s’annule

a) Montrer que ∫1
0

ln t
1− t dt converge (étudier les deux bornes).

b) Déterminer la nature de ∫1
0

dt
tα| ln t| selon α.

c) Déterminer la nature de ∫1
0

ln t
1− t

dt.

Exercice 8 – Moments d’une gaussienne

a) Pour a ∈ ℝ, déterminer la nature de ∫+∞
0 tae−t

2
dt.

b) Calculer ∫+∞
0 te−t

2
dt et ∫+∞

0 t3e−t
2
dt.

c) Avec u = t2, relier ∫+∞
0 tae−t

2
dt à Γ.

Exercice 9 – Arc tangente sur une puissance

Déterminer, selon α ∈ ℝ, la nature de ∫+∞
0

arctan t
tα dt.

Exercice 10 – Une intégrale qui se calcule par parties

Soit I = ∫+∞
0

1− e−t
t3 / 2

dt.

a) Montrer que I converge.
b) Par une intégration par parties sur [ε,X], montrer que I = 2∫+∞

0
e−t
t
dt = 2Γ 1

2 .

c) Sachant Γ 1
2 = π , donner I.

Exercice 11 – Un piège : une borne cachée

a) Déterminer la nature de ∫π / 20
dt

( sin t)α
selon α.
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b) Déterminer la nature de ∫π0 dt
( sin t)α

selon α.

c) Déterminer la nature de ∫1
0

dt
t(1 − t)

et la calculer (poser t = sin2θ).

Exercice 12 – Changement de variable racine

a) Montrer que ∫+∞
0 te− t dt converge et la calculer (poser t = u2).

b) Même question pour ∫+∞
0 e− t dt.

c) Nature de ∫+∞
0 tae− t dt selon a.

Exercice 13 – Comparaison avec une intégrale de Riemann

a) Montrer que ∫+∞
1 t−tdt converge.

b) Montrer que ∫+∞
1

dt
t1+ 1 / t diverge.

c) Déterminer la nature de ∫+∞
1 1− 1

t
t2
dt.

Exercice 14 – Fonction positive non intégrable mais petite

Soit f(t) = 1
1+ t2 sin2 t

sur [0,+∞[.

a) Expliquer pourquoi une comparaison globale avec une fonction de Riemann ne
permet pas de conclure.

b) Pour k ≥ 1, minorer ∫kπ+1
kπ−1 f(t) dt (utiliser | sin t| ≤ |t− kπ| et t ≤ kπ+1).

c) En déduire que ∫+∞
0 f diverge.

Exercice 15 – Synthèse : logarithme d’une puissance sur une puissance

Pour a,b ∈ ℝ, on étudie I(a,b) = ∫+∞
0

ln (1 + ta)
tb

dt.

a) Cas a > 0 : déterminer la condition de convergence (étudier 0 et +∞).
b) Cas a < 0 : même question (en 0, ln (1 + ta) ∼ |a|| ln t|).
c) Cas a = 0.
d) Représenter l’ensemble des (a,b) de convergence.


