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Plaquette 2 - Convergence en probabilité :
propriétés et contre-exemples

Loi faible des grands nombres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Définition. X, B x si, pour tout € > 0,
P(X,—X|=¢) I 0

Découpage. {|[U+ V| =2} Cc {|U|=¢c} U {|V| =€}, dou
P(|lU+V|=2e) =sP(|U|lze)+P(|V] =€)
Outils de majoration.
y E[ (X, - ] .
— Markov: P(|X,—a|=z¢) = —a (convergence en moyenne quadratique = en
probabilité).
— Tchebychev pour une moyenne : IP’(|)_{,1 -ul = a) =< %}E")

Stabilité. Si X,, b aet Y, - b (constantes) : X, +Y,—-a+b, X,Y,, » ab, et fiX,) - fla)
si f est continue en a.

Ce qui ne passe pas. Convergence en probabilité¢’ = convergence des espérances ni
des variances ; méme lo¥ = proximité.
o J

Correction de l'exercice 1 - Variables de Bernoulli

a) X, ne prend que les valeurs O et 1, donc pour O <e =1, {|X,| z¢} ={X, =1} et
P(|X,| = €) = p,

— Pour € > 1, la probabilité est nulle.

b) Définition : X, — 0 en probabilité si et seulement si p, — 0.

c) De méme, P(|X,—1|=z¢)=1—-p,pour0<e=<1:X,—- 1sietseulementsip, - 1.

— Remarque : si p, — p €]0, 1[, X, ne converge en probabilité vers aucune constante (on
aurait P(|X,, — ¢| = €) 2 min(p,, 1 — p,) pour ¢ petit).

Réponse. X, - 0=p —-0;X,»1=p -1
Correction de I’exercice 2 - Une loi de Poisson qui s’évanouit

a) Pour 0 < e = 1, X,, étant a valeurs entieres :
PX,ze)=PX,=z1)=1-e1/"—0

b) a,X, est nul des que X, I'’est, donc pour tout € > 0, {a,X, =€} C {X,, =1}, de

probabilité 1 —e~1/" - 0.

c) E(nX,) =nx % = 1 pour tout n, alors que nX, — 0 en probabilité.

— Lecture : la convergence en probabilité ne regarde que la probabilité d’étre loin, pas
a quelle distance on est quand on l'est. Ici nX,, vaut presque toujours 0, et rarement
une grande valeur qui porte toute 1’espérance.

Réponse. P(X,,=1)=1-e /"> 0;a,X,~ 0; E(nX,) = 1.
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Correction de I’'exercice 3 - Unicité de la limite
a) Découpage : X-Y=X-X,)+ (X,-Y), donc
P(IX-Y]|=22e) =sP(X,—X|=ze)+P(|X,—- Y| =¢)

— Le membre de gauche ne dépend pas de n, et le membre de droite tend vers O : il est
nul.

b){X=Y}= Uk -1 <|X -Y| = %> réunion croissante d’événements de probabilité nulle
(par a) avec € = ﬂ). Par continuité croissante (ou sous-additivité dénombrable),
PX=#Y) =0.

— Conclusion : la limite en probabilité est unique, a un événement de probabilité nulle
pres.

Réponse. P(|X — Y| = 2¢) = 0 pour tout €, donc X =Y p.s.
Correction de l'exercice 4 - Produit de deux suites convergentes

a) Si |U,V,| = ¢, I'un des deux facteurs est au moins /€ en valeur absolue :
P(|U\V,| ze) =P(|Uy| =2VE)+P(|V,|=Ve) — 0

b) Sic =0, c’est clair ; sinon P(|cU,| = ¢) = ]P><|Un| > |£T|> - 0.

c) Les trois termes tendent vers 0 en probabilité (par a) et b)), et une somme de trois
suites tendant vers 0 en probabilité y tend aussi (découpage en %) :
3
— P(X,Y,—ab|z&) =3, _, P(ITil = £) — 0.
— Application : si X, - petY, - v, alors X,)Y,, - uv.

Réponse. X,Y, — ab en probabilité.
Correction de l’exercice 5 - Image par une fonction continue

a) Continuité en a : pour € > 0, il existe 6 > 0 tel que |x —a| <6 = |[f(x) — fla)| < €. Par
contraposée,

{IfX,) —fla)| z e} C{|X,, —a| = 6}
— et la probabilité de droite tend vers 0.
b) Loi faible : E(X;) = % et V(X)) = % finie, donc X,, — %. La fonction x ~ % est continue

1 1
en=>0:=-p.
p X, p
=0'

25.

N

c)p=

— Remarque : I’estimateur X’L est convergent mais biaisé (IE<}_%

n n

convergence en probabilité se transporte par les fonctions continues, I’espérance non.

Réponse. f(X,) - fla) ; % -p;p=0,25.

> # p en général) ; la

Correction de l'exercice 6 - Convergence en moyenne quadratique

a) Konig-Huygens décalé : IE[(Xn — a)z} =V(X,) + (E(X,) — a)2 = % + #

b) Markov appliquée a (X, — a)?
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2
P(|X, —al| = ) =P<(Xn—a)2252> SW_)O

c)P(Y,=z¢) = % - 0pour 0 <e=n:Y,— 0en probabilité. Mais
— ]E(Y,%) =n?x % =n — +o : pas de convergence en moyenne quadratique.
— Bilan : moyenne quadratique = probabilité, sans réciproque.

Réponse. E[(X, —a)’]1= L + # ; borne 1/%21/"2 ; E(Y2) = n.

Correction de I'’exercice 7 - Variables bornées : les espérances convergent

a) Si |a| > M, avec € = |a| — M > 0 on aurait |X,, — a| = € toujours, donc
P(|X,—a| =€) =Y - 0 : absurde.

b) On découpe selon I'événement A, = {|X, —a| = €} :

|E(X,) —a| = E|X, —a| =E(X,—a|lx) + E(|X,—all,) =e+2MPA,)
— car |X, —a| = |X,| + |a| = 2M.
c) Pour ¢ fixé, limsup |E(X,,) — a| < ¢, pour tout € > 0 : donc E(X,) — a.

— Sans bornitude, la variable n1, avec P(A,) = % tend vers 0 en probabilité mais a une
espérance égale a 1 : la valeur rare et grande échappe au controle.

Réponse. |[E(X,) —a| = ¢+ 2MP(A,), donc E(X,) - a.
Correction de l'’exercice 8 - Une perturbation qui s’efface

a)X,—-X= % d’ou I'égalité.

b) Les événements B, = {|X| = ne} sont décroissants et d’'intersection vide (X est a
valeurs réelles finies). Par continuité décroissante :

P(B,) — IP’<an> 0

¢) P(X =k) =1, donc P(IX,-X| = 1) =P(X = n) = 1.

— Lecture : aucune hypothese de moment n’est nécessaire ; seule compte la finitude de
X. La vitesse de convergence, elle, dépend de la queue de la loi (ici en %).

Réponse. P(|X| = ne) — 0 par continuité décroissante ; % dans I’exemple.
Correction de I'exercice 9 - Sans indépendance, la moyenne peut ne pas
converger

a) Oui : chaque X; suit B(%) d’espérance % et de variance 1.

4
b) X, = % =X, quivautOoul: |)_(n - %| = % toujours, donc
p(j-3l=2)=

— La moyenne ne converge pas vers %

- - 2 . . .
c) La preuve utilise V(Xn) = 9, qui repose sur des covariances nulles. Ici

Cov(X;, X)) = % pour tous i, j et
—V()_(n)z 1 xnlezzli/—»O.

n2 4
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— Lecon : la loi des grands nombres est un théoreme sur la compensation d’aléas
indépendants ; répéter la méme observation n’apporte aucune information nouvelle.

Réponse. X, = X ; probabilité 1 ; V(X,) = % faute d’indépendance.

Correction de I’exercice 10 - Convergence vers une constante et fonction de
répartition

a) Six>a,posonse=x—a: {X,>x} C{|X,—a|=¢€}, donc
1-F,(x)=PX,>x)=P(|X,—a|l=ze)—0

— Six<g,avece=a—-x:F,(x) =PX,=x) =P(|X,—a|l=z¢)-0.

b) Loi faible : Y, — 0,3. Donc P(Y, < 0,25) - 0et P(Y,, =< 0,35) - 1.

c) Rien en général : la fonction de répartition limite (celle de la constante a) est
discontinue en a. Pour X,, = a + 1 , F (a) =0;pourX, =a-— 1 , Fn(a) =1 ; pour une
fréquence binomiale, F,(a) tend vers = (theoreme central llmlte)

Réponse. F,(x) = 1,.,pour x # a ; limites 0 et 1 ; rien en x = a.

Correction de I’exercice 11 - Deux estimateurs asymptotiquement
équivalents
a) Découpage : X,,—a=(X,—-Y,) + (Y, —a), donc
P(|X,—a| =2¢) =P(|X, - Ya| =€)+ P(|Y,,—a| =€) =0
nS,+1)—-(n+2)S n—2S

b)L,—-F,= n Nt 2) ”=n(n+2”),etOsSnsndonne
— |L,—F,| = : déterministe, donc L,, — F,, = 0 en probabilité.

n(n+2) n +2
— Avec F,, = p (loi faible) et a), L, = p.

c) Fio=0et Ly = 15 = 0,083.

— Intérét : F, affirme qu'un événement jamais observé est impossible ; L, lui laisse une
probabilité positive, tout en ayant la méme limite.

1

Réponse. |L, — F,| < I

n+2,L - p; 0 contre

Correction de I'exercice 12 - Le minimum de temps d’attente
a) Indépendance : P(m, > 1) = [[.P(T; > 1) = q".

b) m, = 1 et m,, est entier, donc pour tout € >0, {{m,—1|=z¢} Cc {m, > 1}, et
P(lm,—-1|=z¢g)=q"—0

c) On veut 0,9" =< 0,05, soit n = _lflnzoog ~ 28,4 : 29 guichets.

— Remarque : la convergence est exponentiellement rapide, bien plus que celle d’une
moyenne (en % par Tchebychev).

Réponse. P(m, > 1) = q" = 0; 29 guichets.
Correction de I’exercice 13 - Les variances ne suivent pas
a) Pour0 <e=n, {|X,—a| =€} =A,, de probabilité # - 0.

b)Linéarité:E(Xn)=a+nx#=a+%—>a. Et
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V(X,) = n?V(1,) = n? x %(1 _ L> —1-1
n

n? n

— La variance ne tend pas vers 0, alors que la limite est une constante.
c)X,=a+ nzlAn : méme convergence en probabilité, mais V(X,) = n2<1 - #) - +o0,

— Lecon : variance qui tend vers 0 = convergence (Tchebychev), mais pas l'inverse.

Réponse. X,, - a ; E(X,) » a mais V(X,) » 1 ; avec n? V- +o.
Correction de I'’exercice 14 - Méme loi ne veut pas dire proches
- 1) = —n=1l.x —n(l
a) P(X,=1)=PX=0)=21:X, B(2>.
b) |X, —X| = |1 — 2X| = 1 toujours, donc
]P’(|Xn—X| > %) =V -0

— X, ne converge pas vers X en probabilité, bien que toutes ces variables aient la méme
loi.

c) Les fonctions de répartition de X,, sont toutes égales a celle de Y ; a la limite, X et Y ont
méme fonction de répartition aux points de continuité, donc partout (continuité a droite),
donc méme loi.

— Lecon : la convergence en probabilité compare les valeurs des variables sur le méme
univers ; la loi seule ne suffit pas a la décider.

Réponse. X,, ~ X mais |[X,, — X| = 1 : pas de convergence ; une limite en probabilité a la
loi commune.

Correction de l’exercice 15 - Synthese : combien de cycles a une grande
permutation ?

a) Evident car 2# > 0.

b) Bienaymé-Tchebychev :
VCy) _ 1

g?H? = &’H,

P(|Cp—Hp| =z €eHy) <

c) H, = +«, donc b) donne % — 1 en probabilité. Or H, ~ Inn, donc II;’;I - 1 (suite

déterministe), et le produit de deux suites convergentes en probabilité converge :

Cn _ Cn, Hy
1nn_HnX1nn_)1‘

d)e=0,5:

1 ~
0,25 x 14,39 — 0,278.

— Lecture : la concentration est réelle mais lente (en ﬁ) ; une permutation d’un
million d’éléments a « environ 14 » cycles, avec une marge relative qui reste large.

Réponse. Borne 1, G, 1;=0,278 pourn = 10°.

g’H, ' Inn
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