Chapitre 23 - Lois discretes 1

Plaquette 2 - Lois binomiale, hypergéométrique et multinomiale

Lois discretes — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Binomiale B(n,p) : P(X = k) = (Z>pkqn—k' -

PX=k+1) _n—k.p

PX=k) k+1 4

Hypergéométrique (n tirages sans remise parmi N boules dont K blanches) :
K\/N-K
— — <k >< n—k > ’ Z K
PX =k) = = d’espérance Ny
(%)
Multinomiale (n épreuves a r issues de probabilités p,, ..., p,) :
P(Nl = kl, ...,Nr = kr) = kl'—'kr'pl{lpl’fr si Ekl =n.

Indicatrices. X = >, 1, donne E(X) = 3, P(A)) et V(X) = 3, V(1,) + 3, ;Cov(ly, 1,).

AN J

Correction de I'exercice 1 - Mode de la loi binomiale

(n—=Kk)p
k+1Dq’

n-Kp=k+1)(1—-p)enp—kp=k+1—-kp—pek=n+1)p-1.

a) Le rapport vaut et

b) La suite P(X = k) croit tant que k + 1 < (n + 1)p, puis décroit : le maximum est en
m=|(n+ 1)p] (et aussien m — 1 si (n + 1)p est entier).
c)n=10:(n+1)p=3,3, mode 3.n=9: (n+ 1)p = 3 entier, donc

PX =2)=PX=23)

deux modes, 2 et 3.
Réponse. Mode [(n + 1)p] ; 3 pour B(10;0,3), 2 et 3 pour B(9;0,3).

Correction de I’exercice 2 - Symétrie et parité de la binomiale

a)Pn—-X=k) = ( n k)p"‘qu = (Z)qkp"‘k : n — X compte les échecs.
n—

b)(q+p)"+(q-p)" = ZEkpair(Dpkq""‘, avecq+p=letq-p=1-2p:
1+(1-2p)"

P(X pair) = 5

c) Pour p = % uniquement, seule valeur annulant (1 —2p)". Pour0<p<1, |1 —-2p|<1let

la probabilité tend vers %
Réponse. n — X ~ B(n, q) ; P(X pair) = M - %
Correction de I'exercice 3 - QCM répondu au hasard

20
a) X ~ B(zo, %) EX) =5 VX)) =20-1-3 =L etPx=0)= (%) ~ 0,0032.
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Chapitre 23 - Lois discretes

b) La note vaut X — (20 X) ==X &, d’espérance
4 20 _
3 i 3
c) Pour chaque question, ’espérance du gain au hasard est = % 3= = 0 : répondre au

hasard ne rapporte rien en moyenne, mais une connaissance partlelle (éliminer une
réponse) devient rentable.

Réponse. X ~ B(20, 1) E(X) =5 ; note moyenne nulle avec le bareme +1 / —%.

Correction de I'exercice 4 - Controle d’un lot sans remise

(W65

a) Loi hypergéométrique : P(X = k) = (50)
5

— 46-45-44-43-42 _ 45-44-43-42 __
b) P(X =0) = 50-49-48-47-46 = 50-49-48-47 0,647.

(%) _
)PX=1)= (50) = 4;‘&%%?)5 ~ 0,308, donc

5

PX=2)=1-0,0647-0,308 = 0,045
Réponse. Loi hypergéométrique ; acceptation = 0,647 ; P(X = 2) = 0,045.

Correction de I’exercice 5 - Capture-recapture
m\/N—-m
()(a=k)
N .
(%)
b) Apres simplification des coefficients binomiaux :

LIN) _ (N—-m)(N-n)
LIN—-1) NWN-m-n+k)

et(N—m)((IN—-n)=NIN—-—-m—-—n+k) e mn = Nk.

a) Loi hypergéométrique : L(N) =

c) L croit jusqu’a L J puis décroit : estlmatlon N = M = 1000 poissons (la
proportion de marqués dans I’échantillon

LIN) _ _(N-m®N—n)
LIN-1) NIN-m-n+k)’

, 10, égale celle du lac).

Réponse.

estimation N = mT 1000.

Correction de I’exercice 6 - Espérance et variance de la loi
hypergéométrique

a) Par symétrie, le i-ieme tirage a la méme loi que le premier ; de méme la paire (i,j) a la
loi de la paire (1, 2).
b) X =>"_,1,, d’ott EXX) = np.

c)Cov(lAi,lAj)=%—p2= p](\} P) Donc

_ o —n— PL=DP) _ _N-=n
V(X) = np(1 — p) — n(n 1)W—HP(1 p)N—l

plus petite que la variance binomiale np(1 — p) ; elle est nulle pour n = N (on tire toute
I'urne).
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Réponse. E(X) = np, V(X) = np(1 — p)%:’f = np(1 — p).
Correction de I’'exercice 7 - Calcul récursif d’une loi binomiale

a)P(X=0)=(z>5=%.

b) ICl — = =. Les numérateurs sur 243 sont successivement :

5.1 = 401 3.1 2.1 1.
32, 3252 80, 8022 80, 8032 40, 4042 10, 10-

c)32+80+80+40+ 10+ 1 =243 v. Deux modes, 1 et 2, conformémenta (n+ 1)p =2
entier.

Réponse. Loi 51=(32,80, 80,40, 10, 1) ; modes 1 et 2.
Correction de I’exercice 8 - Nombre de lancers pour étre presque sur

a)l— (g)

5\" In100 __ 4,605 _ i
b) (E) =001 =n= /55 = 01823 = 253, soit

n=206
c) (1 - p)" =saen= %/f)p), et —In(1 — p) ~ pquand p = 0. Pour a = 0,01, il faut
environ % essais (« regle des trois » pour a = 0,05 : %).

In(l/a)
D

Réponse. 1 — (%)” ; 26 lancers ; environ en général.

Correction de l'exercice 9 - La loi multinomiale

2 ,1082 /42
a) Choix des positions et probabilités : 2,3:2, (615) (%) (%) =90- % = m ~ 0,031.

b) N, ~ B( ) (on regroupe les autres issues), et N; + N, ~ B(6, 3)
c) Non : P(N; = 6, N, = 6) = 0 alors que
P(N; = 6)P(N, = 6) = ﬁ >0

(les comptes se partagent les 6 lancers).

Réponse. P = N, ~ B(6, %), N;+ N, ~ B(6, %) ; non indépendantes.

5 .
162 ’
Correction de l’exercice 10 - Série au meilleur des sept matchs

a) Le dernier match est gagné par A, et parmi les 3 + k précédents, A en gagne 3 et en
perd k.

b) p*=0,1296et1+4-0,4+10-0,16 +20- 0,064 = 5,48, soit
P(A gagne) = 0,710
c) Si l'on fait jouer les 7 matchs méme quand la série est décidée, A gagne la série si et
seulement s’il gagne au moins 4 des 7 matchs :
2;24(Z>O,6k0,47_k ~ 0,290 + 0,261 + 0,131 + 0,028 ~ 0,710 ~.

Réponse. P(A gagne) = Ek 3 (3 + k>p4qk = P(B(7,p) = 4) = 0,710 pour p = 0,6.
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Correction de l'’exercice 11 - Monotonie de la binomiale en p

a) En dérivant('?)pj(l— )" Jetenutlllsantj< >=n< > (n J)( ) n(n__1>:
J J Jj—1 J J
F, — n_1> i—1 n—J_<n_1> 'n—]_—j>
) njgk <<J -1 Pa J P

somme télescopique dont il ne reste que le premier terme.
b) FF = 0.

c) Plus chaque épreuve réussit facilement, plus on a de chances d’obtenir au moins k
succes. Comme F(0) = 0 (k = 1), l'intégration de F’ donne la formule.

Réponse. F'(p) = n(k i)pk‘l(l —p)" k=o0; P(X, = k) croit avec p.

Correction de I'exercice 12 - Egalité de deux binomiales

2
) P(X=Y) =3, P(X = KP(Y = k) = Ek(Z) 1.

93 (1)) = (7)

c) X+ (n—-Y) est somme de deux B(n l) indépendantes, donc suit B(Zn, %) et

72
PX=Y)=PX+n-Y=n)= <2”>L

n jq"
2n>
Réponse. P(X =Y) = ;, ~ %

Correction de l'exercice 13 - Tirages avec ou sans remise

_ 3). _ 1y = [ 3\3k3k 8 36 54 27
a) X 3(3'3)'P(X_k)_(k> 175 SOt 125 125" 1257 125

b)IP(Y=k)=<i>(<+)Ek>pourke{1 2,3y: 3,8, L.
3

c)IE(X)=]E(Y)=%;V(X)=3-%-%=1—get

Sans remise, la composition de 1’échantillon est plus « contrainte » : méme moyenne,
dispersion moindre.

9
51

18
25

9

Réponse. X ~ B(3, 2), Y hypergéométrique ; méme espérance 2, variances et

Correction de l’exercice 14 - Réussite d’'un examen a épreuves multiples

a) X ~ B(10;0,8) :

P(X = 8) = (180>0,880,22 + (190)0,890,2 +0,8'° = 0,302 + 0,268 + 0,107 = 0,678.

b) Une épreuve est échouée deux fois avec probabilité 0,22=0,04 ; les épreuves restent
indépendantes.

c) Le nombre d’épreuves réussies suit B(10; 0,96) :
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P(=8) = (180)0,9680,042 +10-0,96%-0,04 + 0,96'° = 0,052 + 0,277 + 0,665 = 0,994

Réponse. Regu avec probabilité = 0,678, et = 0,994 avec rattrapage.

Correction de I'exercice 15 - Synthese : courbe d’efficacité d’un plan de
controle
a) Le nombre de défauts suit B(20, 0), et 'on somme les probabilités de 0 et 1 défaut.
b) L'(6) = —20(1 — 6)'° + 20(1 — 6)"° — 3800(1 — 6)'® = —3800(1 — 6)'® < 0 sur 10, 1.
¢) L(0,01) = 0,99°° + 0,2-0,99' = 0,818 + 0,165 = 0,983 et

L(0,1) =0,9°+2-0,9" = 0,122 + 0,270 = 0,392

Un bon lot (1 %) est refusé dans moins de 2 % des cas (risque du fournisseur), mais un
mauvais lot (10 %) est encore accepté pres de 4 fois sur 10 (risque du client) : il faudrait
un échantillon plus grand.

Réponse. L décroissante ; L(0,01) = 0,983, L(0,1) = 0,392.
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