Chapitre 23 - Lois discretes 1

Plaquette 4 - Lois images, mélanges et lois conditionnelles

Lois discretes — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Loi image. P(f(X) = y) = Ex:f(x) _,PX =x).

Mélange. Si (N = n), est un systeme complet :
PX=k)=> P(N=nPX=k|N =n).
Extrémes de variables indépendantes.
P(min (X,Y) = k) = P(X = k)P(Y = k), P(max(X,Y) = k) = P(X = k)P(Y < k)
P(X=Kk)NA)

Conditionnement par un événement. P(X =k | A) = PA) , et
_ E(X1,)
EX|A) = B
- J

Correction de l'exercice 1 - Reste modulo m d’'une géométrique

. -1
a) P(X =j [m]) =Etzoqj‘”tmp= =

b) EJ -1 1 =7 _p i 11__qqm = 1. La loi est décroissante en j : la valeur la plus probable

estj=1.

c) Quand p - 0, q] ql,)n ~ nfp, donc

- 1
B¢ = [m]) —

Un temps d’attente tres long « oublie » sa position modulo m : le reste devient uniforme.

Réponse. P(X =j [m]) = 1q’ — ql,)n, qui tend vers la loi uniforme quand p - 0.

Correction de I’exercice 2 - Quotient et reste d’une géométrique

a) P(A=a,B=b)=PX =2a+b) =pqg>+>.

b) P(A = a) = pq*¥(1 + q) = (1 — ¢*)(g%)“ : loi géométrique sur N de parameétre 1 — g°.
q

— — 2a+1 _ PqQ _
IP’(B—l)—Eapq“+ =g

c) On vérifie la factorisation :

1+q°

b
_ —h) = (1 — A2Vv2a._ 4 _ _2a+b
PA = aPB =b)=(1-q)" =P

Réponse. A géométrique sur N de parameétre 1 — g2, B ~ B(—+— T3 q ) indépendantes.

Correction de l’exercice 3 - Valeur absolue et signe

a) |X| est uniforme sur {1, 2}, sgn(X) uniforme sur {—1, 1}, et chacun des 4 couples a

sl 1.1
probablhte 15 5

b) P(JX| = 0,sgnX = 1) = 0 alors que P(|X| = 0)P(sgnX = 1) = 2

% £ :non indépendantes.
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c)x*—xvaut6,2,0,2pourx =-2,-1,1,2:

P’ -X=0)=7y, PX'-X=2)=1, PX'-X=6)=7

Réponse. a) Indépendantes ; b) non ; c¢) X2 — X vaut 0, 2, 6 avec probabilités %, N

Correction de I’exercice 4 - Un entier au hasard entre 1 et le résultat d’'un
dé

a) Probabilités totales:]P’(X=k|N=n)=lsiksn 0 sinon.
b)]P’(X=1)=%(1+%+---+l)=l 49 — 49 - 0,408 et P(X = 6) = L

6 6 20 120 36°
c) Sachant N = n, ’espérance est er L d’ou
_N1.n+1_EIN)+1 _9
EX) = 2 6 2 2 !

Réponse. P(X = 1) = P(X = 6) = -, E(X) = 2.

120' 36

Correction de l'exercice 5 - Minimum de deux uniformes

a) P(U = k) = PX = k)P(Y = k) = (%)2

n2

premiers impairs, égale a n?.

2 2
D) P(U=k)=P=k+D)" ==k~ _ 2”—nzzk+1,etEZzl(Z(n—k)+1)estlasommedesn

c)n==6:
—1y=11 -6) = _L
PU=1)= 36" P(U = 6) 36
Réponse. P(U = k) = 2”}# ; pour deux dés :1))—1 et 31_6'

Correction de l'exercice 6 - Somme modulo n et masque jetable

APZ=2=3PY=yPX=2-y)=3 PY=y) + =1
b) Le méme calcul donne
PZ=2Y=y)=P(Y=Y) & =P(Y=y)P(Z=2)
c) Le message chiffré est uniforme et indépendant du message : un espion qui

I'intercepte n’apprend rien sur Y (c’est le « masque jetable » de Vernam, a condition de
ne jamais réutiliser la clé).

Réponse. Z est uniforme et indépendante de Y : le chiffrement par masque jetable ne
révele rien.

Correction de I’exercice 7 - Ecart entre deux uniformes

a)]P’(D=O)=%et,pour1 =k=n-—1,lescouples (i,i+k)et(i+k,i)avecl =si=sn-k
donnent P(D = k) = 2(n;k)'

1 2 .nn—=1) _ 1 -1 _
b)ﬁ+? 5 =s+1-==1.

c)n=6:P(D=0) = 36,]P’(D— 1) = (le mode), P(D = 2) = 36' et
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Réponse. P(D = k) = 2(nn; k) (k=1), % pour k = 0 ; deux dés : mode 1, P(D = 3) =

1
3
Correction de I'exercice 8 - Position d’une marche aléatoire

a) Sn=Bn—(n—Bn)=2Bn—navecBn~B(n,p):]P’(Sn=k)=< n >p(’“”k)/2q(”‘k)/2
(n+k)/2

si n + k est pair et |k| = n, O sinon.

b) E(S,) = 2np—n = n(p — q) et V(S,) = 4npq.

c)S,€{-4,-2,0,2,4} avec

P(Sy = —4,-2,0,2,4) = i, %, & & L

Réponse. S, = 2B, —n, E(S,) = n(p — @), V(Sy) = 4npq ; Sy : 15(1,4,6,4,1).

Correction de l'exercice 9 - Géométrique conditionnée a étre paire

2k -1 pPq q
a = = .
)Ekzlq p 1_q2 1+q

X _ N _ @ 'p _ ok-2 —(A2k=1.4 2
b) P(¥ = k| X pair) = Fahs = a™ Pp(1 + @) = (49" 71 - g7
c) E(X | X pair) = —2—. Pour p = 4
1-gq 2
E(X | X pair) = =2 = 8 > 2 = E(X)
3/4 3

(la valeur 1, la plus probable, est exclue).

q
1+q

2
_q2

Réponse. P(X pair) = ; % | X pair ~ G(1 — g?) ; espérance 1 (% pour p = %).

Correction de I'exercice 10 - Rang de la premiere blanche sans remise

n
i€ i . <k> _ nn-1)y--n—-k+1) . . .
a) Les k premieres boules sont noires : <n © 2> = h+Dm+ D m—k+3) duise simplifie
k

en la formule annoncée.

) — oy _ (m—k+2)(n—k+3)—(n—k+1))
b)P(T=k)=P(T>k—-1)-P(T>k) = CEECE _

c)Avecj=n—-k+1:

S EJTI=+11J(].+1) n+3
E(D) = ,EOP(T> NG+~ 3

Les deux blanches découpent en moyenne les n noires en trois paquets égaux.

Réponse. P(T = k) = % E(T) = 1+3.

Correction de I'exercice 11 - Nombre de valeurs distinctes de trois dés

a)PD=1) =8 =1 etP(D=3)=634-3

directement : valeur doublée (6), valeur isolée (5), position

_ 6 _ 120 _ 90 _ 5 .
b) 1 216 216 216 127
de l'isolée (3), soit 90 issues.
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c)E(D)=6+2-90+3-120 _ 546 _ 9— Avec les indicatrices :

216 — 216 36°
ED) = ( >=6'2911 =%
Réponse. P(D=1,2,3) = % %,g ; = %.

Correction de l'exercice 12 - Minimum sachant le maximum
2

a)]P’(M=6)=1—(%) =1L

b) P(U=k,M =6) = 2 pour k =5 (deux ordres) et % pour k = 6 : sachant M = 6, U vaut

k =5 avec probablhte T et 6 avec probabilité -1 it

c)E(U|M=6)= 2(1+ 2 + 31-{ 4+5)+6 _ ?—1 = 3,27. Par I'’exercice « Minimum de deux

uniformes », E(U) = zk P(U = k) = 36 +25+ 1366+ 9+4+ 1’ soit
91 _
E(U) = 36 2,53

Savoir qu’'un dé a fait 6 rend l'autre « libre », et augmente le minimum attendu.

Réponse. P(M =6) = 36,U|M 6: 11pourk_S, it pour 6 ; E(U | M = 6)=1—6.

Correction de I'exercice 13 - Binomiale sachant au moins un succes

<n> kqn—k
aA)PX=k|X= 1)=k1_—qnpourlsksn.

b) EX1x-1) = E(X) = np, que I'on divise par PX = 1) =1 — q".
c)n=3,p= % :

EX|X=1)=2/2-12 17

Réponse. E(X | X = 1) = ¢ npqn ; 172 filles en moyenne.

Correction de l'exercice 14 - La médiane de trois deés

a) Le nombre de dés < k suit B(3, a), et M < k si et seulement s’il vaut au moins 2 :
3a%(1 —a)+a® = 3a2 —2a5.

b)P(M<1)= P(M <?2) = 27, P(M < 3) = %, d’ou

= -2 5 1313 5 2
PM=1,..6)= 27’27’ 54’ 54’ 27’ 27

216'

c) 7 — M est la médiane des 7 — D;, qui ont méme loi que les D; : M et 7 — M ont méme loi,
donc E(M) = £

A 2 5 13 13 5 2 =7
Reponse. Loi 570 59 54 B4’ 57 27,symetr1que EM) =

Correction de I’exercice 15 - Synthese : le paradoxe de Saint-Pétersbourg

a)]P’(G=2k)—#pourk2l,etERZk-#=2k1=+oo.

b)G = 2XsiX < 20, 220 sinon :
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20
EG) = » 2"l +2°P(x>20)=20+1=21
k=1 2

c) Malgré une espérance infinie « sur le papier », la limitation de la banque rameéne le
prix équitable a 21 euros. Et P(G = 64) = P(X = 6) = % : le joueur gagne presque

toujours peu ; I’espérance est portée par des événements extrémement rares.

Réponse. P(G = 2k) = 2_k, E(G) = +« ; avec une banque de 220, E(G) =21 ;

PG = 64) = %
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