Chapitre 21 - Optimisation 1

Plaquette 1 - Extremums libres, sous
contrainte et multiplicateurs de Lagrange
Optimisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Existence. Une fonction continue sur un compact atteint ses bornes. Si le domaine
n’est pas compact, on cherche un comportement a I’infini (coercivité : f(x) - +
quand |x|| = +« garantit ’existence d’'un minimum).

Condition nécessaire d’ordre 1. En un extremum local intérieur d’une fonction
différentiable : Vf(a) = 0.
Conditions d’ordre 2. Avec H = H{a) la hessienne en un point critique :

— H définie positive = minimum local strict ;

— H définie négative = maximum local strict ;

— H de signature mixte = point col ;

— H dégénérée (det H = 0) = cas indécis, il faut étudier directement.

En dimension 2 : avec r = 3,,f, S = 9y f, t = a,f et detH = rt — s?,
—rt—s?>0etr>0:minimum; rnt—s®>0etr<0:maximum ; rt—s? <0 : col.
Convexité. Si f est convexe (H = 0 partout), tout point critique est un minimum
global. Si f est strictement convexe et coercive, ce minimum est unique.

Multiplicateurs de Lagrange. Pour optimiser f sous la contrainte g = 0 (avec
Vg # 0 sur la contrainte), en un extremum a il existe A tel que

Vfla) = AVg(a)

— Interprétation : les lignes de niveau de f et la contrainte sont tangentes en a.
— Meéthode pratique : résoudre le systeme formé de cette égalité et de g(a) = 0,
puis comparer les valeurs de f aux points obtenus (le théoreme ne dit pas
lesquels sont des extremums).
- J

Correction de l'exercice 1 - Extremum libre

— Points critiques : Vf = (2x — 4, 2y + 6) = 0 donne (2, —3).
20
02
— Donc (2, —3) est un minimum local.

— Forme canonique (qui donne le caractere global) :

fooy) =(x—2)2+(y+3)2+13-4-9=(x=-2)"+(y+3)°

— Hessienne : H = < > — définie positive (valeurs propres 2 et 2).

— Donc f = 0 partout, avec égalité seulement en (2, —3) : c’est un minimum global, de
valeur 0.

— Pas de maximum : f(x, 0) - +« quand x = +x.
— Lecture géomeétrique : f est le carré de la distance au point (2, —3).

Réponse. Minimum global 0 en (2, —3) ; pas de maximum.
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Chapitre 21 - Optimisation 2

Correction de l'exercice 2 - Point col

— Points critiques : Vf = (2x + 2, —2y) = 0 donne (-1, 0).
20
0 -2
— (—1,0) est donc un point col : fn’a ni maximum ni minimum.
— Vérification directe : f(—1,0)=1-0-2= -1, et

fi-1+hk)=(h-1)*-k*+2(h-1)=h*-k*-1

— Hessienne : H = < > de valeurs propres 2 et —2 — signature mixte.

— Le long de k = 0, faugmente ; le long de h = 0, f diminue v
— Critere rapide en dimension 2 : rt — s2=2x%x(-2)—0= -4 <0 — col, sans calcul de
valeurs propres.

Réponse. Point col en (—1, 0) ; aucun extremum.
Correction de I’exercice 3 - Cas dégénéré

— Points critiques : Vf = (4x3, 4y3) et Vg = (4x3, —4y3) s’annulent tous deux en (0, 0).
00

— Hessiennes en 0 : H{0,0) = Hy(0,0) = <O 0

> — dégénérées, le critere d’ordre 2 est

muet.

— Etude directe de f: x* + y* = 0 avec égalité seulement en (0, 0) — c’est un minimum
global strict.

— FEtude directe de g : g(x,0) = x* > 0 et g(0,y) = —y* < 0 — g prend les deux signes,
c’est un point col.

— Conclusion : deux fonctions de méme hessienne nulle, de natures opposées.

— Lecon : quand detH = 0, le développement d’ordre 2 ne décide pas ; il faut examiner
les termes d’ordre supérieur ou raisonner directement.

Réponse. f: minimum global - g : point col — la hessienne ne tranche pas.
Correction de l’exercice 4 - Existence par compacité

— Existence : D est compact et f continue — le maximum est atteint.
— Points critiques intérieurs : Vf= 2x -y, 2y—x) =0donne x =y =0, ou f= 0.
— Sur le bord : paramétrage x = cos0, y = sin0,

f=1—cosesin9=1_w

— Cette expression est maximale quand sin260 = —1, soit 6 = —% (ou 34—H), avec f = %
. 3 . 3 ; 1 1
— Comparaison : = > 0, donc le maximum vaut =, atteinten = =, ——= ).
P 2 2 <ﬁ E>

— Minimum : f = % sur le bord quand sin 26 = 1, mais f(0, 0) = 0 est plus petit — le
minimum est 0 a I'origine.

— Controle : f est définie positive (valeurs propres % et % de la matrice <1_1 o 1—1 / 2>)’
donc f=0 v

Réponse. Maximum 3 sur le bord ; minimum 0 a l'origine.
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Chapitre 21 - Optimisation

Correction de l'exercice 5 - Contrainte par substitution

Méthode par substitution : x =5 — 2y.

— On minimise g(y) = (5 — 2y)* + y? = 5y% — 20y + 25.

— g(y)=10y—20,nulleeny=2; g" =10 > 0 : minimum.

— Alorsx=5—-4=1,etf(1,2)=1+4=5.

— Vérification par Lagrange : Vf = (2x, 2y) et Vg = (1, 2), donc 2x = A et 2y = 24, soit
y = 2x. Avec la contrainte, x +4x=5donnex=1,y=2 v

— Lecture géométrique : le minimum est le projeté orthogonal de 1'origine sur la

lo\/—+1 :_5| =5, donc f=5 v

Réponse. Minimum 5 en (1, 2).

droite. La distance vaut

Correction de l’exercice 6 - Multiplicateurs de Lagrange

Existence : le cercle est compact, f continue — les extremums existent.
Lagrange avec g(x,y) = x>+ y* — 1 :

— Vf=(y,x) et Vg = (2x, 2y), donc le systéme est y = 2Ax, x = 24y, x> + y? = 1.
— En multipliant les deux premiéres : xy = 44 2xy. Soit xy = 0, soit A = i%.
— Cas xy =0 : par exemple x =0 donne y=*x1 et f= 0.

— CasA=%:y=x, doncx=i%etf=%.

= _1.y=_ =_1
— Cas A = Sy = x, et f= >

— Comparaison des valeurs : maximum % minimum —%.
— Contréle par paramétrage : f = cos0sinf = 5111229 € [—% ; %} v

— Remarque : Lagrange fournit des candidats ; c’est la comparaison des valeurs qui
identifie les extremums.

Réponse. Maximum l, minimum —%.

2
Correction de l'exercice 7 - Optimisation convexe

— Points critiques : Vf=(e*—1,eY—-1) =0 donne x =y = 0.

e 0

— Hessienne : H = < 0 y>, définie positive en tout point — f est donc strictement
e

convexe.

— Pour une fonction convexe, tout point critique est un minimum global : le minimum
vaut

f0,0)=14+1-0-0=2
— Unicité : la stricte convexité garantit que ce minimum est atteint en un seul point.
— Contrdle : f(1,0)=e+1-1=e=2,718>2 v ;f(-1,0)=e ' +1+1=2,368>2 v

— Coercivité : f(x,y) = +« quand |(x, y)| = +«= (I’exponentielle domine a droite, —x
domine a gauche), ce qui confirme l’existence du minimum sans compacité.

Réponse. Minimum global 2 en (0, 0).

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 21 - Optimisation

Correction de l'’exercice 8 - Inégalité par optimisation

Méthode 1 — réduction a une variable. Posons t = % > 0 ; il s’agit de montrer

t+%22.

— Soit ¢(t) =t + % Alors ¢'(t) =1 — % nulle en t = 1, négative avant, positive apres.

— Donc ¢ atteint son minimum en t = 1, ou ¢(1) = 2.

2.2 _ a2
Méthode 2 — algébrique. % + % —p=X" yxy 2y _ X ny) =0v
— Cas d’égalité : x = y.
— Interprétation : c’est I'inégalité arithmético-géométrique appliquée a % et % dont le

produit vaut 1.
Xi
Xi+1

— Généralisation : Zi = n pour des réels strictement positifs (avec x, ;1 = x1).

Réponse. Minimum de t + % atteintent =1, égal a 2.

Correction de I’exercice 9 - Optimisation géométrique

— Contrainte : 2(x +y) = 20, doncy =10 —x avec x €]0; 10[.

— Objectif : A(x) =x(10 = x) = 10x — x2.

— A(x)=10-2x,nulleenx=5;A" = -2 <0 : maximum.

— Solution : x = y =5 — le rectangle optimal est le carré, d’aire 25.

— Controle : x = 4 donne A = 24 < 25 ; x = 6 donne 24 également v

— Par Lagrange : VA = (y,x) et Vg = (1, 1) donnent directement x = y.

— Principe isopérimétrique : a périmeétre fixé, la figure la plus « ronde » maximise
I’aire — le carré parmi les rectangles, le cercle parmi toutes les courbes fermées.

Réponse. Le carré de coté 5, d’aire 25.
Correction de I’exercice 10 - Deux contraintes

Substitution (plus simple que deux multiplicateurs ici).

— De la seconde contrainte : x =y + 1.
— La premiere devient 2y + 1 + 2z =3, donc z = 2 — 2y.

— Objectif :

g =W+ 12 +y2+2 -2y =y*+2y+1+y*+4— 8y +4y® = 6y2 — 6y + 5.
— g(y)=12y—6,nulleeny = % ;97 =12>0: minimum.

Alors x 5 Z 1,etf 4:+4:+1 i 3,5.
— Vérification des contraintes : % + % +1=3"vet % - % =1v

— Interprétation : c’est le point de la droite (intersection des deux plans) le plus
proche de l'origine — son projeté orthogonal.

31

2727
pmeL—m;%+%—2=0/

Réponse. Minimum 3,5 en (% % 1).

— Controle : le vecteur ( 1) doit étre orthogonal a la direction de la droite, dirigée
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Chapitre 21 - Optimisation 5

Correction de l’exercice 11 - Moindres carreés

— Dérivées partielles :

%=22xi(axi+b—yi), %=22(axi+b—yi)

— Equations normales : a > x7 + b > x; = DXy, et a > x;+ 3b = D y..

— Données : > x; =6, >x7 =14, >y, =10, D xy, =2+ 6+ 15 = 23.

— Systeme : 14a + 6b = 23 et 6a + 3b = 10.

— En doublant la seconde : 12a + 6b = 20 ; par soustraction, 2a = 3, donca = 1,5 et

_10—-9 _1
b= 3 =3
— Droite de régression : y = 1,5x + %
— Controle statistique : x =2,y = % ; covariance
-DR-H+o+16-1 2+3 . 9 1
= 3 =3 =1;Var1ancedex=§;donca=m=1,5/
etb=y—ai=%—3=%/

— Convexité : S est une forme quadratique définie positive en (a, b) (les x; n’étant pas
tous égaux), le point critique est donc le minimum global.

Réponse.a=1,5etb = %

Correction de l'exercice 12 - Extremums sur le disque fermé

a) D est fermé borné en dimension finie, donc compact, et f est continue.

b) Vf=(2x—-1,4y) =0 en (% O), intérieur a D, avec f(% 0) = —%.

c) Surle cercle, y> =1 —x% et f=2 — x> — x pour x € [—1, 1]. Cette fonction de x est
maximale en x = —% et minimaleenx =1 :

f<—%,ig> 2, AL0=0, f-1,0)=2

4
ion : =9 _1 403 in f=—Len (1l
Conclusion : maxpf = 7 en > et minp f = 7 en (3 0).

Réponse. Maximum % en (—% i‘/§>, minimum —% en (% 0).

Correction de 'exercice 13 - Hessienne en dimension trois

y

a)Vf=2x+y—1,x+2y+2,y+22)=0donne z = —5, X = 12;3} puis y = —% : le point
critique est (% —%, %)

210
b)H=(1 2 1 |, de valeurs propres 2 et 2 =2, toutes strictement positives.

012

c) H est constante et définie positive : f est strictement convexe, donc le point critique est
le minimum global. Comme f(X) = %XTHX —(b,X) avec b = (1, 0, 0), la valeur minimale est

_1 * _ _3
2D, X7) = -3
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Chapitre 21 - Optimisation 6

A ini -3 3 _11
Réponse. Minimum global 5 en ( 1T 4).

Correction de I’exercice 14 - Forme quadratique sur le cercle

a)Vg=(2x+y,x+2y) et Vg = (2x,2y) : 2x + y = 2Ax, X + 2y = 27y, x> + y? = 1.
b) Le systéme s’écrit AX = AX. Les valeurs propres de A sont % (vecteur (1,1)) et %
(vecteur (1, —1)), et en un tel point g(X) = X'AX = A. Ainsi

a1 mgnq=leni(1’_1)

2 V2

maxq——en_

2 J2

(les extremums existent car C est compact).

c) En base orthonormée de vecteurs propres, q = %u2 + %vz : sur le cercle, q varie entre

la plus petite et la plus grande valeur propre.

, . 3 g 4 (L1 1 (1,-1)
Réponse. Maximum £ en *= 7 5 o3

5 en +
Correction de I’exercice 15 - Synthese : boite de volume maximal

: les valeurs propres de A.

Notons 2x, 2y, 2z les dimensions, avec x, y,z > 0 et la contrainte x? + y? + 2% = R>.
— Objectif : maximiser V = 8xyz.

— Existence : la contrainte définit une partie compacte (portion de sphére, fermée
bornée) et V est continue — le maximum est atteint, et a I'intérieur car V = 0 au bord.

— Lagrange : VV = 8(yz, xz, xy) et Vg = 2(x, y, z), d’ou
8yz = 2Ax, 8xz = 24y, 8xy = 2Az

— En multipliant la premiére par x, la deuxiéme par y : 8xyz = 2Ax? = 24y?, donc x = y
(valeurs positives). De méme y = 2.
— Contrainte : 3x2 =R? donc x=y=2= &
VTR
— Volume maximal :

_ay R> _8R®_B8BR’_ 3

—8x3\/§_3\5_ ) ~ 1,5396 R

2R

V3

— Controle : la spheére a pour volume %HR3 ~ 4,19R* ; le cube inscrit en occupe environ
37 % — plausible v

— Conclusion : c’est le cube, d’aréte &2

Réponse. Le cube d’aréte \%j de volume 8‘/7R ~ 1,54R>.
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