Chapitre 21 - Optimisation 1

Plaquette 4 - Extremums sous contrainte :
vecteurs tangents et multiplicateurs de Lagrange
Optimisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Vecteurs tangents. v est tangent a X en a s’il existe une courbe y dérivable tracée
sur X avec p(0) =a, y(0) =v.SiX={g=0} avecVg(a) #0: T, X = Vg(a)l.
Condition nécessaire. Si le a un extremum local en a, alors Vf(a) L T, X, d’ou (si
Vg(a) #0) :

dA € R, Vfla) = AVg(a)
Quotient de Rayleigh. Pour A symétrique : maxy =1 XTAX = Apap, Min = A,

atteints sur les vecteurs propres associés.
o J

Correction de I'exercice 1 - Un produit maximal sous contrainte de somme

a) X est compact (fermé, borné), f continue. f = 0 des qu'une coordonnée est nulle, et
f> 0 ailleurs.

b) Avec g =x+y+2z—6:y%2% =4, 2xyz°® = A, 3xy?2? = A. En égalant la premiére et la
deuxiéme (aprés division par yz3 > 0) : y = 2x ; la premiére et la troisiéme : z = 3x. La
contrainte donne 6x = 6.

c) Le maximum est atteint en (1, 2, 3) :

m)?xf= 1-4-27 =108
Réponse. Maximum 108 en (1, 2, 3).

Correction de l'exercice 2 - Forme quadratique sur la sphere

210
a)A=|1 2 0 |, Vqg=2AX et Vg = 2X pour g = |X|* - 1.
005

b) Le bloc <i é> a pour valeurs propres 1 et 3 ; avec 5 : Sp(A) = {1, 3,5}.

c) Aux points de Lagrange, q(X) = A||X ||2 = A. Par compacité :
(1,-1,0)
V2

méaxq=5eni(0,0,1), msinq=1eni

Réponse. Maximum 5 en +(0, 0, 1), minimum 1 en i—(l'E'O),

Correction de I’exercice 3 - Distance d’un point a un plan

a) 2(x —a) = An et (n, x) = ¢ (le minimum existe : P fermé, fonction coercive).

b)x=a+2net(na) +4n)*=c, don 4 = £ ot
In
In,a) - c|

|A]
x—al| = n|| =
I I'=="ln| i
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)|1+4+6—1| 10
J1+4+4 3"
Kn,a)=c| ... 10

Réponse. d(a, P) = ;ici

Il 3

Correction de l'exercice 4 - Point d’une ellipse le plus proche
a)2x—1)=2 2y—2Ay, +y =1.
b) Siy=0:x=i2.SlA=1 1 2x—2 =

©|ut

-4 _
y_l 9

x g
21
0) d%2,0) =1, d%(=2,0) = 9 et dz(%, ig) =1 +5 =2 Par compacité de E :

Le sommet (2, 0), pourtant le plus proche sur I’axe, n’est pas le point le plus proche.

Réponse. d,;, =V2/3 en (% i@) dpax = 3 en (—2,0).

Correction de l'’exercice 5 - Inégalité arithmético-géométrique

a) X est compact, f continue, nulle sur le bord et strictement positive en (1, ..., 1).

b) o,f = f&—’f) = A pour tout i : tous les x; sont égaux, donc égauxa 1, et f= 1.

a+ - +a,

a; a; .
. et x; = o (de somme n) : [[ + = 1, soit

c) Avecm =

al...an S mn
Réponse. maxyf=1en (1,..,1), d'ou ya;—a, = L+
. X , e 1), 1 d, < . .
Correction de l'’exercice 6 - Espace tangent a la sphere

a) 2(y(t), y(t)) =0ent =0 donne (a,v) = 0.
b) Siv = 0, la courbe constante convient ; sinon y(t) = cos (t||v|)a + 81n(t||v||)— reste sur

vl
S (base orthonormée a, ) et y(0) =

c) Pour toute courbe y sur S issue de a, f ¥y a un extremum en 0 : (Vf(a), v) = 0 pour tout

v L a, donc Vf(a) € (al) = Ra. Pour f = Y(u=0),Vf=u,donca==* ”“"

mgxf= Jul

(inégalité de Cauchy-Schwarz).

Réponse. T,S = a' ; en un extremum Vf(a) € Ra ; maxg(u, x) = lull.

Correction de I’exercice 7 - Rectangle inscrit dans une ellipse

a)A =4xy; 4y = 22"‘ et 4x = : Le maximum existe (arc d’ellipse compact, A = 0 aux

extrémités).
2
b) En multipliant la premieére par x et la seconde par y : ;‘—z = % donc chacun vaut %
a b
X =, ==, Ap. = 2ab
\/E y \/E max

c) Le rapport % = % =~ 64 % ne dépend pas de l'ellipse (image d’un cercle par une
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affinité, qui multiplie toutes les aires par le méme facteur).

Réponse. Sommet ( aire maximale 2ab.

#4)

Correction de l'exercice 8 - Cylindre de volume maximal inscrit dans une
sphere

2
a)r2+hT=R2.

2
b) 2HT‘h =2Aretnr? = Ah . La premiére donne A = mrh, puis r? = % Avec la contrainte :

2R*
4 = R?, douh—ﬁr = S5-et
2R* 2R _ 4nR®
V. =1
Vimax — 1 0
c)%HR3 el 58 %

Réponse. h = 28 r=R % Vimax = 4nR’ soit = du volume de la boule.

3/3 7 J—

Correction de l'exercice 9 - Fonction de production sous contrainte de
budget

a) %x‘2/3y2/3 — 22 et gxl/ay—us - A
b) En divisant : ——2 soit y = 4x. Le budget donne 6x =12 : x =2, y= 8, et
P(2,8)=2"°%.4=4%2 = 5,04

(c’est un maximum : P est continue sur le segment compact de contrainte et nulle a ses
extrémités).

c) Le travail colite 2x = 4, soit % du budget : la part de chaque facteur égale son
exposant, propriété générale des fonctions de Cobb-Douglas.

Réponse. x = 2, y = 8, production 4{2 ; 1 du budget pour le travail.

Correction de I’exercice 10 - Entropie maximale

a) t » tint se prolonge par continuité en 0 ; A est compact.
b) —Inp,—1 = A pour touti : les p, sont égaux, donc égaux a % et H=1Inn.

c)Pourn=1, H=0 =1n1. Un point du bord a une coordonnée nulle : H(p) est alors
I’entropie d’une loi sur n — 1 valeurs, au plus In(n — 1) < Inn par récurrence. Le
maximum, atteint, est donc intérieur, en un point de Lagrange :

mAaxH =Inn

atteint pour la loi uniforme.

Réponse. Maximum Inn pour la loi uniforme p, = %

Correction de I’exercice 11 - Quand le gradient de la contrainte s’annule

a) Sur X, x3=y? =0, donc x = 0 = f(0, 0).
b) Vf = (1,0) et Vg(0, 0) = (=3x?,2y),(0,0) = (0, 0) :
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(1,0) = A(0,0)

c) L’hypothése Vg(a) # 0. La courbe présente un point de rebroussement en 0 (y = +x3/2

) : il n’y a pas de tangente au sens usuel, et la méthode de Lagrange « oublie » ce point.
On doit toujours examiner séparément les points de X ou Vg = 0.

Réponse. Minimum en 0, ou Vg = 0 : aucun multiplicateur, il faut traiter ces points a
part.

Correction de I’exercice 12 - Le point le plus chaud d’une sphere

a) 400yz? = 2Ax, 400x2? = 21y, 800xyz = 2Az.

b) On obtient 400xyz? = 2Ax? = 2Ay? et 800xyz? = 2A2%. Si T # 0, alors A # 0, d’ou x? = y?
et 22 = 2x°.

c) La contrainte donne 4x2 =1 :x? = y? = %, 2’ = % et T=400xy- % avec xy =

Thhax = 90, Thyin = —50

=

atteints respectivement pour x =y = i% etx=—-y= i%, avecz = *
Réponse. Trox = 50 (pour xy = +, 2% = 1), Ty, = =50.

Correction de I’exercice 13 - Extremums de la distance sur une ellipse
inclinée
a)2x =A(2x+y) et 2y = A(x + 2y).

b) En soustrayant puis en additionnant : (x —y)(2—2A)=0et (x+y)(2—-34)=0.Siy=x:
3x? = 3, points *(1,1), f=2. Siy= —x: x? = 3, points +(/3, —/3), f = 6. Par compacité :

mb;nf =2, médxf =6
c) Les demi-axes de l'ellipse valent J2 (direction (1, 1)) et V6 (direction (1, —1)) : le cercle

x? + y? = c est tangent a E exactement pourc =2 et c = 6.
Réponse. minf =2 en *(1,1), maxf= 6 en =(/3, —/3) : demi-axes V2 et /6.

Correction de I’exercice 14 - Cauchy-Schwarz par les multiplicateurs

. la contrainte donne 2 = et
2al 2 E 1 /aJ

2 2

fmin = Zai% = %21/

i

a) 2a;x; = A, donc x; =
1 _
a3 1/a 1 /a;

b) f est continue et coercive sur I’hyperplan fermé : le minimum existe et c¢’est I'unique
2
point de Lagrange. (On retrouve Cauchy-Schwarz : 1 = (E xi) < Eaixizzali.)

1 - 1,111, 6 =611
¢) 2 g =1+5+3 =" : minimum ;% en x 11(1,2,3>.

Réponse. f . = (2(1%)_ ;poura=(1,2,3): %
Correction de I'exercice 15 - Synthese : la loi de la réfraction
a) (\/X +a ) ﬁ > 0 (de méme pour l'autre terme), et T(x) = % — 400,

b) T atteint un minimum, unique par stricte convexité, en 1'unique zéro de T'. Or
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TO0)=-—-9 __ <0etT(d)=——2— >0:il est dans ]0,dI.
vold? + b2 vd? + a?
AT =2 ———d=X et
V1\/X2+t12 vz\l(d—x)2+b2
sini; = % sini, = d _zx >
VX% +a Jd-x)"+b
donc T (x) = 0 s’écrit Siéllil = Si‘r,ljz, soit nysiniy = nysini, avec ny = <.

siniy _ sinij

Vi V2

Réponse. Minimum unique dans ]0, d[, caractérisé par
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