Chapitre 21 - Optimisation 1

Plaquette 5 - Synthese : problemes d’optimisation
en géométrie, analyse et algebre linéaire
Optimisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Moindres carrés. x ~ |Ax — b||2 est minimale exactement aux solutions de
ATAx=A"b (projection orthogonale de b sur ImA).

X—a

Gradient d’'une norme. V|x —a| = x—a]

pour x # a (vecteur unitaire).
Quotient de Rayleigh. Pour A symétrique, R(x) = % vérifie
X

VR(X) = —2 (Ax — R()X)
I

ses points critiques sont les vecteurs propres, et Apin < R < Apax.
o J

Correction de l’exercice 1 - Le point de Fermat d’un triangle

a) Chaque M+ |M — A| est convexe (inégalité triangulaire), donc f aussi, et
fiM) = MA - 4.

b) VAM) = uy + ug + uc avec up = unitaires. Trois vecteurs unitaires sont de

M-P
M =P
somme nulle si et seulement s’ils forment des angles de ZTH deux a deux (car
lua + ug| = ||luc|| = 1 impose (uyu, ug) = —%). Par convexité, un tel point est le minimum
global.

c) Par symétrie, le centre O convient (il voit chaque c6té sous 1’angle 27”). Le rayon du

2
J3

cercle circonscrit est <, d’ou

-3.2 _
fmin_3 \/g 2\/§

Réponse. Point ou les cotés sont vus sous 120° ; pour le triangle équilatéral de coté 2 : le
centre, f,_. = 2/3.

Correction de I'exercice 2 - Equations normales des moindres carrés
a) F(x + h) = F(x) + 2(Ax — b, Ah) + |Ah|%, donc VF(x) = 2A"(Ax — b), et Hr = 2A"A est
positive.

b) Pour une fonction convexe, minimum < point critique. Si rgA = n, A'A est inversible (
ATAx =0 = [|Ax|* = 0= x = 0).

c)IciA=(1,4,9) etb=(1,5,8):

_A™D _1+20+72 _ 93 _
= aTA _1+16+81  og~ 0949
93

a

Réponse. Minimum = A'Ax =A'b ; ajustement a = 5.
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Correction de I'’exercice 3 - Triangle d’aire maximale a périmetre fixé
a) Les inégalités triangulaires équivalent a u,v,w > 0,etu+v+w =3p—2p = p. On
maximise uvw sur {u,v,w = 0,u+ v+ w = p}, compact.

b) Le maximum est intérieur (uvw = 0 au bord), Lagrange donne vw = uw = uv, donc
u=v=ws= % (c’est aussi I'inégalité arithmético-géométrique).

c)a=b=c= 23—p : triangle équilatéral, et
3
=|p.-P_ = _P_
2
Réponse. Le triangle équilatéral, d’aire ;—E

Correction de l'exercice 4 - Convergence de la descente de gradient

a) Vflx) = Ax, donc xi ;1 = (I, — TA)Xx.
b) En base orthonormée propre, chaque coordonnée est multipliée par 1 — TA; a chaque
pas. La convergence pour tout xo équivaut a |1 — tA;| < 1 pour tout i, soit 0 < 74; < 2,
c’est-a-dire T < }%

2
A +2,

c) p(t) = max (|1 — tA4|,|1 — TA,|) est minimal quand 1 — A, =T, — 1, soit T = , et
alors

A _Al _ -1

A +A1 K + 1

Pour k = 2500 : p = 0,9992 ; il faut environ 2900 itérations pour diviser I’erreur par 10.

2

5 ; facteur optlmal K (~ 0,9992 pour k = 2500).

Réponse. Convergence ssi 0 < T <

Correction de l’exercice 5 - Polygone inscrit de périmetre maximal

a) Une corde interceptant un arc d’angle 6 mesure 2 sin%

= A pour tout i, et cos est injective sur ]0, [ ou vivent les 9 . : les 6, sont égaux a

b) cos & 0; 5

2
20
L.

c) sin est concave sur [0, 7], donc P est concave sur le convexe des contraintes, et un

point critique sous contrainte affine y est un maximum global (inégalité de Jensen).
Polygone régulier :

PmaX—Znsmﬁ — 2
n-—- 4+

Réponse. Le polygone régulier, de périmetre 2nsin L — 2m.
Correction de l’exercice 6 - Distance entre deux droites de l’espace

a) fis,t) = s2+ (1 + t)* + 2,

b) f est strictement convexe (somme de carrés, hessienne diag(2, 4)), minimale en s = 0,
—__1
t=—=":
2

fan=g*+1=3 dDLD) =

c) Les points sont P =(0,0,0) et Q = (O 1 %) PQ est orthogonala u =(1,0,0) et a
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= = — = . ﬂ = L v
v=1(0,1,1). Avecuav=(0,-1,1) et AB =(0,1,0) : ==
Réponse. d(D,D,) = % atteinte entre (0, 0, 0) et (O, % —%)

Correction de l'exercice 7 - Profit maximal pour deux produits

a) IT = 10x + 8y — x? — xy — y?, de hessienne <_1 5

-1 et —3).
b)10-2x—-y=0et8—-x—-2y=0:x=4, y=2, maximum global par concavité.
c)I1(4,2) =40+ 16 — 16 — 8 — 4 = 28. Les colits marginaux :

0,C =2x+y=10, 93,C=x+2y=38

>, définie négative (valeurs propres

égaux aux prix : c’est la condition d’optimalité « prix = colt marginal ».

Réponse. Production (4, 2), profit maximal 28.
Correction de l’exercice 8 - Le quotient de Rayleigh

a) Régle du quotient avec V(x'Ax) = 2Ax et V(x'x) = 2x :

T T
VR(x) = 24X "X XT_ XZAX'ZX =2 - (Ax = R(x)X)
(x'x) I

b) VR(x) = 0 ® Ax = R(x)x : x est vecteur propre pour la valeur propre R(x) ;
réciproquement si Ax = Ax, R(x) = A.

c) R(tx) = R(x) pour t # 0 : R(R" \ {0}) = R(S) avec S la sphére unité, compacte. Le
maximum est atteint en un point critique, donc vaut une valeur propre, nécessairement la
plus grande.

Réponse. VR = " 2"2(Ax — R(x)x) ; points critiques = vecteurs propres ; maxR = A ax.
X

Correction de l'exercice 9 - Meilleure approximation quadratique

a) En développant, F(a, b) = %2 +ab+ b’ - % - % + %

de hessienne <T /3 ;> de

déterminant % > 0 et de trace positive.

1
b) En dérivant sous l'intégrale (ou sur la forme développée) : f 0 (x2—ax—-b)dx =0 et

L2 — oy — - w1l _a_p— 1_a_b_g douag= - _1
JoxO* —ax—b)dx=0,s0it £+ —2-b=0et4-4-2=0doua=1b=-%.

1 2
2 _ 1 =1 _ 1,1 i
c) fo(x x+6) dx = 55 — 75 * 35 SOit

Fin =

180

-1
6

Réponse.a=1,b = —%, Foim = 11W : projection de x? sur R,[X].

1
X est la projection orthogonale de x* sur R;[X] pour le produit scalaire [ o PQ.

Correction de I’exercice 10 - Inégalité de Young par optimisation

a) (x) =xP~ ! —ys’annule en xo = y'/?~ Y et ¢ est convexe (p > 1) : minimum en x,.
P _ .
Comme o1 =4
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A S
(p(XO)—p N q

q q
b) p(x) = —¥- s’écrit xy = X + L (évident siy = 0).
2 2
c) xy < X ;y , C’est-a-dire (x —y)2 = 0.

A - AR T xP , Y 2 4 .2
Reponse.mm(p:—T,douxysf+7;pourp=2:2xysx + y~.

Correction de I'exercice 11 - Déterminant maximal sur une sphere de
matrices

a) S est compacte, det continue, et I,, € S avec detl, =1 > 0.
b) Lagrange : com(M) = 2AM. Comme MTcom(M) = det (M)I,,, on obtient

2AM'M = det (M)I,,, et A # 0 (sinon detM = 0), d’ol M'M = cI, avec ¢ = dgtAM etc>0

car M'M est positive non nulle.

c) tr(M'M) =nc=n,doncc=1:M est orthogonale de déterminant positif, detM = 1.

Pour M # 0 quelconque, M" = ﬁM € S et |detM’'| =1 (en changeant au besoin le signe
F

d’une colonne) :
1M\

Réponse. maxgdet = 1, atteint sur SO,(R) ; d’ou |detM| < (||M||12g/n)n/2.

Correction de I’'exercice 12 - Boite de cout minimal

a) Hauteur z = C=3-2xy+2(xz+2yz) =bxy+ 5 + .

2 .
Xy ’
8 8 2 2_ 4 N 4\1/3 2
b)ey-& =0etbx-L& =0:xy=x?=% doux=y= (g) ~1,10metz=-2 =~ 1,65
X y X

m.
c) C - + au bord de 'ouvert et a I'infini (comme pour la boite sans couvercle) : le
minimum est atteint en ce point critique. Avec x> = % :

3
Crm=6x>+10 =0X" 416 _ 24 57 g¢

1/3

Réponse. Fond carré de coté (4/3) =~ 1,10 m, hauteur = 1,65 m, cout = 21,8 €.

Correction de I’exercice 13 - Projection sur un convexe fermeé

a) Existence par coercivité sur le fermé K. Unicité : si p # p’ réalisent le minimum m, le
milieu (dans K) donne, par l'identité du parallélogramme,

Hp+p'

2
5~ aH =My m._ %"p — p'|I> < m, contradiction.

2 2

b) o(t) = f(p + t(x — p)) pour t € [0, 1] est minimale en 0, donc ¢’(0) = 0, soit
2(p—a,x—p)=0.

c)p=(1, l) (on ramene chaque coordonnée dans [0, 1]). Alors a — p = (1, 0) et pour x € K

(a—-px—p)=x1—-1=0v

Réponse. Projection unique p caractérisée par (a —p,x —p) <0 ; ici p = (1, 1).
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Correction de I'exercice 14 - Equilibre d’un ressort sur une droite

a)y=1-x:E(X = (x +(1- x)2>+mg(1—x).

b) E'(x) = k(2x — 1) = mg = 0 donne x = % +2—£, minimum car E” = 2k > 0, ety—l—%.

¢) VE = (kx,ky + mg) = A(1,1) : kx = ky + mg, donc x —y = ¢, avec x +y = 1 : méme
point. Le multiplicateur
mg

A=kx = 5

| =

mesure l'intensité (au signe pres) de la réaction normale de la droite, dirigée selon (1, 1) :
la somme des forces —VE + A(1, 1) est nulle a I’équilibre.

mg 1 mg\ -, _ k+mg
t2k 2T 2k>’A_ 7

Réponse. Equilibre en ( est la réaction de la droite.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : régression linéaire et projection

a) S(a,b) = |Y —aX — b1||2 ; comme X et 1 sont libres, la matrice (X 1) est de rang 2,
Hg =2(X 1)"(X 1) est définie positive.

b) 9,S =0 dgnne y=ax+b; d,S =0 donne xy = ax? + bx. En substituant b :

Xy — Xy = a(x? = X).

0+3+8+24 35 2

C)Y=%y=4 xy—f—f,ﬂ % cov=?;l—5—6=%,v=%—%=%donc
a=1?=2 etb=4-3,3=0,7. Résidus 0,3;0,1; —1,1;0,7 :

Simin = 0,00 +0,01 +1,21 +0,49 = 1,8

cov(x,y)

Reponse. a = Voo

,b=y—ax;iciy=2,2x+0,7, Spin = 1,8.
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