Chapitre 21 - Optimisation 1

Plaquette 5 - Synthese : problemes d’optimisation
en géométrie, analyse et algebre linéaire
Optimisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)

Exercices

Méthode

Un probleme d’optimisation se traite en quatre étapes : modéliser (variables,
fonction objectif, contraintes, domaine) ; prouver 1’existence (compacité, coercivité,
convexité) ; localiser les candidats (points critiques intérieurs, Lagrange sur les
contraintes, points singuliers et bords) ; conclure en comparant les valeurs et en
interprétant. Les problémes quadratiques (JJAx — b||2, x'Ax) se raménent a I'algébre
linéaire : équations normales, projection orthogonale, valeurs propres.

Exercice 1 - Le point de Fermat d’un triangle

Soient A, B, C trois points non alignés du plan et f(M) = MA + MB + MC.

a) Montrer que f est convexe, coercive, et admet un minimum global.

b) En un point M distinct de A, B, C, calculer Vf(M) et montrer que M est critique si

et seulement si les angles AMB, BMC, CMA valent tous 2?17

c) Pour le triangle équilatéral de coté 2, déterminer le point de Fermat et la valeur
minimale.

Exercice 2 - Equations normales des moindres carrés

Soient A € M,, ,(R), b € R” et F(x) = |Ax — b||>.

a) Calculer VF(x) et montrer que F est convexe.

b) En déduire que x minimise F si et seulement si ATAx=A'b, et que la solution est
unique si rgA = n.
c) Application : ajuster y = ax? aux points (1, 1), (2, 5), (3, 8).

Exercice 3 - Triangle d’aire maximale a périmeétre fixé

Un triangle a pour c6tés a, b, ¢ et pour demi-périmetre p fixé. On admet la formule de
Héron : A® = p(p—a)(p—b)(p—c).
a) Poseru=p—a,v=p—-b, w=p—c et traduire le probléme (contrainte,
domaine).
b) Maximiser uvw sous la contrainte obtenue.

c) En déduire le triangle d’aire maximale et cette aire.
- J

Exercice 4 - Convergence de la descente de gradient

Soit A symétrique définie positive de valeurs propres 0 <A; - =2, f(x) = %XTAX et

Xr+1 = Xx — TVf(xx) avec T > 0.

a) Montrer que x; = (I, — TA)kXO.

b) Montrer que x; — 0 pour tout x si et seulement si 0 < 7 < %
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c) Montrer que le meilleur facteur de convergence p(7) = max;|1l — tA;| vaut ﬁ ; %
aveCc K = g—’l‘ et I’évaluer pour k = 2500.
G J

Exercice 5 - Polygone inscrit de périmetre maximal

Un polygone convexe a n cotés est inscrit dans le cercle unité ; ses cotés interceptent
des arcs d’angles 04, ...,0,, > 0 avec »,0; = 211.

a) Montrer que le périmétre vaut P = 2 Ei sin %
b) Par la méthode de Lagrange, montrer qu’en un point critique tous les 6; sont

égaux.

c) Justifier que c’est le maximum (concavité) et donner le périmetre maximal. Que
vaut sa limite quand n = +o ?

Ve
-

Exercice 6 - Distance entre deux droites de I’espace

Soient D; = {(s5,0,0)} et D, = {(0,1 +t,t)}.

a) Exprimer le carré de la distance f{s, t) entre les points de parametres s et t.

b) Minimiser f et en déduire d(Dq, D,).

c) Vérifier que la droite joignant les points obtenus est perpendiculaire a D; et a D,
|(AB, u A V)|

et retrouver la distance par la formule T AV

Vs
-

Exercice 7 - Profit maximal pour deux produits

Une entreprise vend deux produits aux prix unitaires 10 et 8 ; produire les quantités
x et y colite C(x, y) = x> + xy + .

a) Ecrire le profit I1(x, y) et montrer qu’il est strictement concave.

b) Déterminer la production optimale.

c) Calculer le profit maximal et vérifier qu’au point optimal le colit marginal de
chaque produit égale son prix.

Vs
-

Exercice 8 - Le quotient de Rayleigh

Soit A € S,(R) et R(x) = %j sur R" \ {0}.

a) Calculer VR(x).

b) Montrer que les points critiques de R sont exactement les vecteurs propres de A,
et que R y vaut la valeur propre associée.

c) Montrer que R est homogene de degré 0, et en déduire que maxR = A, est
atteint.

Vs
-

Exercice 9 - Meilleure approximation quadratique

1 2
On cherche les réels a, b minimisant F(a, b) = fo (x2 —ax — b) dx.

a) Montrer que F est une fonction polynomiale de degré 2 en (a, b), strictement
convexe.
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b) Ecrire VF = 0 et résoudre.
c) Calculer le minimum et interpréter comme une projection orthogonale.

Exercice 10 - Inégalité de Young par optimisation

Soientp,q>1avecl+%=1,ety>0ﬁxé.

D
. q
a) Etudier ¢(x) = ’%’ — xy sur [0, + [ et montrer que son minimum vaut —%.
q
b) En déduire l'inégalité de Young : xy < ’%) + % pour x,y = 0.
c) Cas p = g = 2 : quelle inégalité retrouve-t-on ?
G J

Exercice 11 - Déterminant maximal sur une sphere de matrices

On munit M,(R) de la norme de Frobenius et I’on cherche le maximum de det sur
2
S = {M:|M]z = n}.
a) Justifier I'’existence du maximum et montrer qu’il est strictement positif.

b) Avec Vdet (M) = com(M), montrer qu’en un maximum MM = cl,, pour un réel
c>0.

c) En déduire que le maximum vaut 1, atteint exactement sur SO,(R), puis que

n/2
M 2
|detM| = (%) pour toute M.

Ve
-

Exercice 12 - Boite de cout minimal

Une boite fermée parallélépipédique de volume V = 2 m? a un fond et un couvercle
coltant 3 €/m?, et des faces latérales colitant 2 €/m?2.

a) Exprimer le colt C(x, y) en fonction des dimensions x, y du fond.

b) Déterminer le point critique de C sur ]0, +oo[ 2.
c) Justifier que c’est un minimum global et donner les dimensions et le coft.

Ve
-

Exercice 13 - Projection sur un convexe fermé

Soit K un convexe fermé non vide de R" euclidien et a € R".

2 . o e
a) Montrer que f(x) = |x — a||” admet un unique minimum p sur K (coercivite et
stricte convexité).

b) Montrer que (a — p, x — p) < 0 pour tout x € K (dériver t » f(p + t(x — p)) en 0.

c) Application : K = [0, 1]2, a=(2, l) ; déterminer p et vérifier b).

AN J

Exercice 14 - Equilibre d’un ressort sur une droite

Un ressort relie 1’origine & un point M = (x, y), d’énergie %(x2 +y?) ; le point est
soumis a la pesanteur, d’énergie mgy, et doit rester sur la droite x + y = 1.

a) Ecrire 1'énergie totale E restreinte a la droite comme fonction de x seulement.
b) Déterminer la position d’équilibre (minimum de 1’énergie).
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c) Retrouver le résultat par les multiplicateurs de Lagrange et interpréter A (force
de réaction de la droite).

Exercice 15 - Syntheése : régression linéaire et projection

On dispose de n = 2 points (x;, y,) avec les x; non tous égaux, et I’on minimise
2
S(a,b) =2, (y;— ax; — b)".
a) Montrer que S est strictement convexe et coercive.

b) Etablir a = % etb =y —ax.

c) Application aux points (0, 1), (1, 3), (2,4), (3, 8) ; calculer aussi la somme des
carrés des résidus.
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