Chapitre 2 - Polynémes 1

Plaquette 5 - Polynomes : localisation
des racines et grands classiques
Polynomes — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Outils pour les racines.
— SiP=c][][(X—a)):

n n
P _ 1 (E) -y _ 1
P 2 X —a; 3 igl X —a;)*
— Rolle : entre deux racines réelles de P, il y a une racine de P'.

— Borne de Cauchy : toute racine z de X" + a, _ X"~ + ... + a, vérifie
|z| <1+ max|ay].

— Sommes de Newton p, = > xk : si chaque racine vérifie x" = ..., on somme cette
relation.
i ; £770@
— Erreur d’interpolation : f(x) — P(x) = Wﬂi 0 (x = x;).
— Cyclotomiques : X" -1 =[], 1n @a, deg @y = @(d).
G J

Correction de I’exercice 1 - Borne de Cauchy pour les racines

a) 2" = -, _ axz¥, donc

n—1

Z
d"sM 3 Jzff = ||||

b) On en déduit |2 — 1 = M(1 - |2|") < M. Si |2| = 1, I'inégalité |z| < 1 + M est vraie
aussi (pour M >0;siM=0,P=X"etz=0).

c) M =5 : toutes les racines sont de module < 6. P(2) =8—-8+2—-5=-3<0et
P(3)=27-18+3—-5=7>0:1e TVI donne une racine dans ]2, 3[.

Réponse. |z| <1+ M ; racines de module < 6, une racine réelle dans ]2, 3[.
Correction de l'exercice 2 - Théoreme de Gauss-Lucas

a) B(2) =3, 724 et P(2) = 0, P2) # 0.

b)z_lai= lz_aiZ;en conjuguant la relation de a) :
Z—d;
2 Z—a; _=0 — 22 1 — aj _
1z - a lz—al* Tlz-a

— douz= zAiai avec des A; > 0 de somme 1.

c) z est barycentre a coefficients positifs des a;. Si z est racine de P’ et de P, c’est I’'un des
a;. Dans tous les cas, z appartient a ’enveloppe convexe. (Pour P réel scindé, on retrouve
que les racines de P’ sont dans [ min a;, maxa;].)

Réponse. z = > A;a;, A; = 0, > A; = 1 : enveloppe convexe.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 2 - Polynémes 2

Correction de I'exercice 3 - Si P est scindé a racines simples sur R

a) Avec la dérivée logarithmique :
<E>,=P”P—P’2=_ S _ 1 _g
p P? i=1(x— a,‘)2
b) En dehors des racines, on multiplie par —P?<0:P?—- PP’ > 0. En une racine ai;,
P(a;) = 0 et P'(a;) # 0 (racine simple), donc P?—-pp = P’(al-)2 > 0.
c)P?P—PP =4x>-2(x*-1)=2x>+2>0 v.

Réponse. P?—pp = PZEﬁ > 0 hors racines, et = P’(al-)2 > (0 aux racines.
X—d

Correction de l’exercice 4 - L’équation P(X?) = P(X)?2
ayc=c’:c=0ouc=1.
b) Coefficients dominants : a,, = a2, donc a, = 1.
c)P=X"+ aka + (termes de degré < k). Alors
POO* =X*"+ 24, X" + (degrés < n + k)
— Dans P(Xz) = X"+ akXZk + ..., aucun terme n’a un degré strictement compris entre 2k

et 2n. Comme 2k < n + k < 2n, le coefficient de X" ** y est nul, d’ou 2a; =0 :
contradiction.

— Solutions: P=0etP=X",n €N.
Réponse. P=00ouP=X"(n=0).

Correction de I’exercice 5 - Polynome réciproque et cosinus de 2n/5

a) X—-1)P= X° — 1 : les racines de P sont les racines cinquiemes de 1'unité différentes de
1.

b)Pg) x+1+x+ +1etx+ —y -2, douy’+y—1.
c) Pour x = e?™/5, y =2 cosz?H > 0 est racine de Y> + Y — 1, dont les racines sont _12#5 :
2m _J/5-1
cos i
— De méme 2 cos 3£ 4” = J_ . En regroupant les racines conjuguées :
—P=(X2 1X+1>(X +J—+1X+1>
Réponse. cos%”=r4_1 ~P=(X2—J§2_1 )<X2+52+1X+ 1).

Correction de l’exercice 6 - Sommes de Newton

a)py=3,p;=01=0,p, =01 —20,=0-2x(-1) =2,

k+3 — yk+1 4k

b) Chaque racine vérifie x3 =x+ 1, donc x ; on somme sur les racines :

Pr+3 = Pk+1 T Py
C)p3;=p;+pPy,=3,p,=p,+P;, =2, ps=p;+p, =>5. Par récurrence, les p, sont entiers

(conditions initiales entieres et relation a coefficients entiers), alors que les racines sont
irrationnelles (1'une réelle, deux complexes conjuguées).
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Chapitre 2 - Polynémes 3

Réponse. p,,...,ps=3,0,2,3,2,5; Py 3= Dy 41+ Pi

Correction de I’exercice 7 - Un polynome irréductible sur Q
a)p>-3pq*—q*=0:p|q3etq|p3 avecpAq=1, donc (Gauss) p = +1, q= +1. Or
P(1) = =3 et P(—1) = 1 : pas de racine rationnelle.

b) Une factorisation non triviale d'un polynéme de degré 3 comporte un facteur de degré
1, donc une racine rationnelle. Impossible : P est irréductible sur Q.

c) 8cos®0 — 6cosf = 2cos 360, donc P(2cosf) = 2cos36 — 1, nul si cos 36 =

6= g 557 , 71 donnent trois valeurs distinctes de cos :

1.
5

X € <2 cosg 2 cos 557 2 cos 757 ~ {1,879; —0,347; —1,532}

iy

Réponse. Irréductible sur Q ; racines 2 cos Z, 2 cos 2Z, 2 cos ZZ 9 -

Correction de I’exercice 8 - Polynomes cyclotomiques

a) Chaque racine n-ieme de I'unité a un ordre d divisant n, et est racine primitive d-iéme :
on regroupe les racines de X" — 1 selon leur ordre. Les racines primitives n-iémes sont les
e?krin agveck An=1:ilyen a @(n).

D) D =X—-1,0,=X+1, O3=X*"+X+1, @, =X>+ 1 (racines *i), Dg=X> - X+ 1
(racines e—’”/3)

) X' =1 = 010,030,501, 6t ©;P,0305 = X° — 1. Donc

12 6
X =1 X+l _xt x4
K -1 +1) X +1

Dy =

— Degré 4 = ¢(12) v.
Réponse. O, = X* — X% + 1.

Correction de l'exercice 9 - Erreur d’interpolation

a) g s’annule en n + 2 points distincts (xg, ..., X, X). Par Rolle appliqué n + 1 fois, g™+ 1
s’annule en un £ € ]a, bl.

b) PtV = 0 et la dérivée (n + 1)-ieme de H(t — X; ) vaut (n + 1)!, donc

0= fm+ 1)(E) K(n + 1)!. On reporte K dans g(x) =

c) P(0) = P(m) = 0, P(%) =1:P= %. Avec |sin”’| = 1 et, en posantt = x — &,

x(x - %)(X—H) = t<t2 - H—2> maximal en t = 1L :

4 2/3
Isinx—PO)| < LI = _I°_ _ (249
sinx —P(x)| = = - =~
6 12/3 72f
— (L’erreur réelle maximale est d’environ 0,056 : la borne est valable mais pessimiste.)
Réponse. f— P = £ [Tx=xp);P= M erreur < ~ 0,249.
(n+ D! m? 72J§

Correction de I’exercice 10 - Polynomes de Bernstein

a) Pour x € [0, 1], si S ~ B(n, x), alors B,(N(x) = E[f(%)} Donc B,(1) = 1 (bin6me) et
B, (X) = E[%] = X.
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Chapitre 2 - Polynémes

2 2 _ 2,2
b)E[%] _ V(S) :213(5) _ nx(1 :2+n < don
B, (X% = X(ln X)
c) |B, (X ) — | X(l X < 1 avec égalité en x = l La convergence uniforme vers 'S

4 7
est en = (c est le p01nt de départ de la preuve du theoreme de Weierstrass par
Bernsteln).

Réponse. B,(1) = 1, B,(X) = X, B,(x?) = x* + X1 =%,

; écart maximal 4l
Correction de I’exercice 11 - Racines des polynomes orthogonaux

b
a) (P, 1) = f .Pnw = 0; si P, ne changeait pas de signe, P,w serait continue de signe
constant et d’intégrale nulle, donc nulle : P, = 0, exclu.

b) P,,Q ne change plus de signe sur ]a, b[ (les changements de signe se compensent), et
n’est pas identiquement nul. Comme degQ =r<=n-1:

b
0=(P,Q =J,P.Qw=0

— contradiction.

c) Donc r = n ; chaque changement de signe est une racine (de multiplicité impaire) et
deg P, = n : les x; sont exactement n racines simples dans ]a, b[. (Exemple : x*-1

\/_ )

orthogonal a R¢[X] sur [—1, 1], a pour racines =+
Réponse. P, a n racines simples dans ]a, b[.
Correction de I’exercice 12 - Polynomes de Hermite

a) (e7¥) = —2xe™, (™) = (4x* = 2)e ™. Donc Hy = 1, H; = 2X, H, = 4X* — 2.
X2

, de sorte que g™ = (-1)"H,g. En dérivant :
g+ = (=1)"H, - 2xH,)g = ()" ' 2xH, - H,)g

b) Notons g =e"~

— d'ouH,,, = 2XH, — H,/. Par récurrence, degH,, 1 = n + 1 et le coefficient dominant
est multiplié par 2. H; = 2X(4X° — 2) — 8X = 8X° — 12X.

c) Par récurrence : si H, a la parité de n, XH, et H, ont la parité de n + 1.

Réponse. H, = 4X* -2, H 3= 8x° - 12X ; degré n, coefficient dominant 2", parité de n.
Correction de l'exercice 13 - Formule de Rodrigues et racines

a) =1 sont racines d’ordre n de U ; la dérivée k-iéme a ces racines a l’ordre n —k = 1.

b) k = 0 : rien a montrer. Si y® (k=n-1)s’annuleen -1 <y, <..<y,<leten =1,
Rolle fournit une racine de U* ™ dans chacun des k + 1 intervalles :
]_ 1,_y1[, ]yllyz[l sy ]ykl 1[

c) degU = 2n, donc deg L, = n (coefficient dominant (Znn,)! ). Par b), L,, a au moins n

racines distinctes dans ] — 1, 1[ : ce sont toutes ses raciﬁes, et elles sont simples. (L, est,
a constante pres, le n-iéme polynéme de Legendre.)

Réponse. L,, de degré n, a n racines simples dans ] — 1, 1[.
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Chapitre 2 - Polynémes 5

Correction de I’exercice 14 - Une identité d’interpolation

X - -
a)P=2ylL;avecL; =[], x=% x» de coefficient dominant ﬁ devant X" '
WX X
T J

b) Pour k < n — 1, le polynéme interpolateur des valeurs xX est X* lui-méme (degré
< n — 1, unicité). Son coefficient de X"~ lvaut1sik=n-— 1, 0 sinon :
Sk =0k n-1

c) Dénominateurs: (0—1)(0—-2)=2,(1-0)(1-2)=-1,(2-0)(2-1) =2.
S$:;=0-1+1=0vetS;,=0-1+2=1v.

Réponse. S, =0pourk=n-2,S5,_,=1.
Correction de I’exercice 15 - Synthese : la propriété minimax de Tchebychev

a) |cosnf| = 1 donne ||T,| = 1, avec égalité en x = 1. Et T,(y,) = cos (k) = -1k

b) Q est de degré < n — 1 (les termes X" se simplifient). En A
QW = (=12 "= Py, Pyl <2'""

— donc Q(y,) est du signe de (-~ Q change de signe entre deux y, consécutifs : au
moins n racines, pour un degré =n—1. Donc Q =0, et P = T,, de norme 217"
contradiction.

c) Tout polynome unltalre de degré n Verlﬁe 1P| = 217" avec égalité pour "f Pour n =2

Ty = X% - l de norme = (par exemple X*a pour norme 1). C’est pourquoi les racines de
T, sont les mellleurs noeuds d’interpolation : elles minimisent || [] (X — x;)| dans l'erreur
d’interpolation.

Réponse. |P| = 2' ~" pour P unitaire de degré n, égalité pour 2" ""T, ; n=2: X* — %
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