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Plaquette 4 – Polynômes annulateurs en action :
puissances, racines carrées, commutation
Polynômes — Prépa MP / MPI (2ᵉ année)

Exercices

Méthode

Un polynôme annulateur P de A transforme les questions sur A en questions sur les
polynômes. Les puissances An s’obtiennent par le reste de Xn modulo P (évaluation
aux racines, avec dérivées pour les racines multiples). Les projecteurs spectraux et
les racines carrées s’écrivent comme polynômes en A par interpolation de Lagrange.
Les liens de commutation (endomorphismes qui commutent, sous-espaces stables)
se traitent par le lemme des noyaux et le fait que le polynôme minimal d’un
endomorphisme induit divise πu.

Exercice 1 – Puissances avec une racine double

Soit A =
1 1 0
0 1 0
0 0 2

.

a) Montrer que πA = (X− 1)2(X− 2).
b) Déterminer le reste Rn de Xn modulo πA sous la forme α(X− 1)2 + β(X− 1) + γ.
c) En déduire An et vérifier sur la matrice.

Exercice 2 – Exponentielle d’un projecteur

Soit P une matrice de projecteur (P2 = P) et, pour t réel, E(t) = ∑+∞
k = 0

tk
k!P

k.

a) Montrer que E(t) = I+ (et− 1)P.
b) Calculer E(t)E(s) et vérifier que E(t)E(s) = E(t+ s).
c) En déduire l’inverse de E(t).

Exercice 3 – Racine carrée d’une matrice symétrique

Soit A = 2 1
1 2 .

a) Déterminer πA et les valeurs propres de A.
b) Trouver Q ∈ ℝ1[X] tel que Q(1) = 1 et Q(3) = 3.
c) Montrer que B = Q(A) vérifie B2 = A, et calculer B.

Exercice 4 – Les solutions de M² = I

a) Montrer que M ∈Mn(ℝ) vérifie M2 = I si et seulement si M est semblable à
diag(Ip, −In− p) pour un p ∈ [[0,n]].
b) Montrer que deux telles matrices sont semblables si et seulement si elles ont la
même trace.
c) Combien y a-t-il de classes de similitude de solutions ?
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Exercice 5 – Si A³ + A = 0, le rang de A est pair

Soit A ∈Mn(ℝ) telle que A3 + A = 0.
a) Montrer que A est diagonalisable sur ℂ, à valeurs propres dans {0, i, −i}.
b) Montrer que i et −i ont la même multiplicité (utiliser χA ∈ ℝ[X]).
c) En déduire que rgA est pair.

Exercice 6 – Suite récurrente d’ordre 3

On considère un+ 3 = 2un+ 2 + un+ 1 − 2un avec u0 = 3, u1 = 2, u2 = 6.
a) Écrire Un+ 1 = CUn avec Un = (un,un+ 1,un+ 2) et calculer χC.
b) Factoriser χC et en déduire la forme générale un = α+ β(−1)n+ γ2n.
c) Déterminer α, β, γ et vérifier u3.

Exercice 7 – Trace des puissances et nilpotence

Soit A ∈Mn(ℂ).

a) Montrer que si A est nilpotente, tr(Ak) = 0 pour tout k ≥ 1.
b) Réciproquement, on suppose tr(Ak) = 0 pour k = 1, …,n. Notons λ1, …,λr les
valeurs propres non nulles distinctes, de multiplicités m1, …,mr. Écrire le système
vérifié par les mj.
c) Conclure que A est nilpotente.

Exercice 8 – Inverse d’une matrice unipotente

Soit A =
1 1 0
0 1 1
0 0 1

et N = A− I.

a) Calculer N2 et N3.
b) En déduire A−1 comme polynôme en N, puis sa matrice.
c) Calculer An pour n ∈ ℕ par la formule du binôme.

Exercice 9 – Spectre d’un polynôme en A

Soit A ∈Mn(ℂ) et P ∈ ℂ[X].
a) Montrer que si λ est valeur propre de A, P(λ) est valeur propre de P(A).
b) Réciproquement, soit μ valeur propre de P(A). En factorisant P− μ = c∏ (X− zk),
montrer que l’un des zk est valeur propre de A. En déduire SpP(A) = P(SpA).
c) Application : valeurs propres de A2 + A lorsque SpA = {1, −2, i}.

Exercice 10 – Si A² est diagonalisable et A inversible

Soit A ∈ GLn(ℂ) telle que A2 soit diagonalisable.

a) Écrire πA2 = ∏r
i = 1 (X− μi) avec des μi distincts et non nuls (pourquoi ?).

b) Montrer que Q = ∏i (X
2 − μi) annule A et est à racines simples.

c) Conclure. Donner un contre-exemple si A n’est pas inversible.
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Exercice 11 – Projecteurs spectraux explicites

Soit u ∈ L(E) tel que u2 − 3u+ 2 id = 0, u ≠ id, u ≠ 2 id.
a) Montrer que E = ker (u− id) ⊕ ker (u− 2 id).
b) Montrer que p = 2 id − u et q = u− id sont les projecteurs associés.
c) En déduire un = p+ 2nq, puis un en fonction de u.

Exercice 12 – Dimension de K[J]

Soit J ∈Mn(ℝ) (n ≥ 2) la matrice dont tous les coefficients valent 1.

a) Calculer J2 et en déduire πJ.
b) Déterminer dimℝ[J] et une base.
c) Calculer (aI+ bJ)−1 lorsqu’elle existe.

Exercice 13 – Codiagonalisation

Soit u, v deux endomorphismes diagonalisables de E (dimension finie) qui commutent.
a) Montrer que chaque sous-espace propre Eλ(u) est stable par v.
b) Montrer que l’endomorphisme induit par v sur Eλ(u) est diagonalisable.
c) En déduire une base commune de diagonalisation.

Exercice 14 – Endomorphisme induit sur un plan stable

Soit u l’endomorphisme de ℝ3 de matrice A =
0 −1 0
1 0 0
0 0 2

.

a) Déterminer πA.
b) Montrer que le plan P = Vect(e1,e2) est stable et donner le polynôme minimal de
l’induit.
c) Déterminer tous les sous-espaces stables de dimension 1 et 2.

Exercice 15 – Synthèse : la matrice J - I

Soit A =
0 1 1
1 0 1
1 1 0

= J− I.

a) Montrer que A2 = A+ 2I. En déduire πA, le spectre et la diagonalisabilité.
b) Calculer A−1.
c) Calculer An pour n ∈ ℕ.
d) Interprétation : A est la matrice d’adjacence du triangle ; que compte le
coefficient (1, 1) de An ?


