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Plaquette 3 – Sous-espaces stables et endomorphismes induits
Réduction des endomorphismes — Prépa MP / MPI (2ᵉ année)

Corrections détaillées

Boîte à outils

Stabilité.
— Si u et v commutent, kerv, Imv et les kerP(v) sont stables par u.

— F stable ⇔ matrice A B
0 C dans une base adaptée ; A est la matrice de uF et

χu = χuFχC, πuF | πu

— Droite Kx stable ⇔ x vecteur propre.
— Hyperplan kerφ stable ⇔ φ ∘ u = λφ ; matriciellement, L ligne non nulle avec
LA = λL.

— Si πu = P1⋯Pr (facteurs premiers entre eux) et F est stable, alors
F = ⨁i (F∩ kerPi(u)).

— Noyaux itérés : ( keruk) croît puis stationne à partir d’un rang r ≤ n, et
E = kerur⊕ Imur (Fitting).

Correction de l’exercice 1 – Endomorphismes qui commutent

a) Si u(x) = 0, alors u(v(x)) = v(u(x)) = 0. Si y = u(x), alors v(y) = u(v(x)) ∈ Imu.
b) On applique a) à u− λ id, qui commute avec v :

ker (u− λ id) est stable par v

c) E = ⨁Eλ(u). Pour x ∈ Eλ(u) : v(x) ∈ Eλ(u), donc u(v(x)) = λv(x) = v(λx) = v(u(x)). Les
deux endomorphismes uv et vu coïncident sur chaque Eλ, donc sur E.
Réponse. keru, Imu, Eλ(u) stables par v ; réciproque vraie si u est diagonalisable.

Correction de l’exercice 2 – Matrice dans une base adaptée

a) u(e1) = e1 : F stable. u(e2 + e3) = (1 + 1, 2 + 1, 1 + 2) = (2, 3, 3) = 2e1 + 3(e2 + e3) ∈ G, et
u(e1) ∈ G : G stable.
b) Il reste u(e3) = (1, 1, 2) = e1 + (e2 + e3) + e3. Dans la base (e1, f2,e3) avec f2 = e2 + e3 :

1 2 1
0 3 1
0 0 1

c) Matrice triangulaire : χA = (X− 1)2(X− 3). Valeurs propres 1 (double) et 3 (simple).
Contrôle : trA = 5 = 1 + 1 + 3 ✓.

Réponse. F et G stables ; matrice triangulaire
1 2 1
0 3 1
0 0 1

 ; χA = (X− 1)2(X− 3).

Correction de l’exercice 3 – Hyperplans stables et transposée

a) Si LA = λL et LX = 0, alors L(AX) = λLX = 0 : H stable. Réciproquement, si H est
stable, la forme X ↦ LAX s’annule sur H = kerL, donc lui est proportionnelle : LA = λL.
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b) On cherche les vecteurs propres de AT =
1 0 0
1 1 0
0 0 2

. Pour λ = 1 : AT − I =
0 0 0
1 0 0
0 0 1

, de

noyau Vect(0, 1, 0). Pour λ = 2 : noyau Vect(0, 0, 1). D’où exactement deux plans stables :
{y = 0} = Vect(e1,e3), {z = 0} = Vect(e1,e2)

— On vérifie : Ae1 = e1, Ae3 = 2e3, Ae2 = e1 + e2.

Réponse. H stable ⇔ LT vecteur propre de AT ; plans stables Vect(e1,e3) et Vect(e1,e2).

Correction de l’exercice 4 – Stables d’un endomorphisme à valeurs propres
distinctes

a) pi = Li(u) est le projecteur sur Kei parallèlement aux autres droites propres ; c’est un
polynôme en u, donc pi(F) ⊂ F. Pour x ∈ F : x = ∑pi(x) avec pi(x) ∈ F∩ Kei.
b) Chaque F∩ Kei vaut {0} ou Kei. Donc F = Vect(ei)i ∈ I ; réciproquement ces
sous-espaces sont stables. Il y en a autant que de parties de [[1,n]] :

2n sous-espaces stables

c) Plans stables : Vect(e1,e2), Vect(e1,e3), Vect(e2,e3) (et 23 = 8 stables au total).
Réponse. F = Vect(ei)i ∈ I ; 2n stables ; trois plans stables pour diag(1, 2, 3).

Correction de l’exercice 5 – Stables de la dérivation

a) F est stable par D, donc par ses itérées : P(k) ∈ F. La famille est échelonnée en degré (
degP(k) = d− k), donc libre, de cardinal d+ 1 = dim Kd[X] :

Vect(P,P′, …,P(d)) = Kd[X] ⊂ F

b) Tout élément de F est de degré ≤ d : F ⊂ Kd[X]. D’où l’égalité.
c) Les stables sont {0} et les Kd[X], 0 ≤ d ≤ n : n+ 2 sous-espaces, totalement ordonnés
par inclusion. Un endomorphisme diagonalisable à valeurs propres distinctes en a 2n+ 1

en dimension n+ 1 : un nilpotent cyclique en a beaucoup moins.
Réponse. Stables : {0} et les Kd[X] ; n+ 2 au total.

Correction de l’exercice 6 – Stables d’une rotation du plan

a) χ = X2 − 2 cosθX+ 1, de discriminant 4 cos2θ− 4 = −4 sin2θ < 0 : aucune racine réelle.
b) Une droite stable serait engendrée par un vecteur propre réel : il n’y en a pas. Les
seuls stables sont {0} et ℝ2.
c) Sur ℂ, les racines sont e±iθ, distinctes. Vecteurs propres :

Rθ
1
−i = eiθ 1

−i , Rθ
1
i = e−iθ 1

i

— Les droites stables de ℂ2 sont ℂ(1, −i) et ℂ(1, i). (Vérification de la première :
cosθ+ i sinθ = eiθ et sinθ− icosθ = −ieiθ.)

Réponse. Sur ℝ2 : seulement {0} et ℝ2 ; sur ℂ2 : droites ℂ(1, ∓i).

Correction de l’exercice 7 – Polynôme caractéristique de l’induit

a) Matrice triangulaire par blocs A B
0 C avec A matrice de uF : χu = χAχC. Et πu(u) = 0

implique πu(uF) = 0, d’où πuF | πu.
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b) Un diviseur d’un polynôme scindé (respectivement scindé à racines simples) l’est
aussi.
c) u(x, y, z) = (y, z, x) conserve la somme des coordonnées : P est stable.
χu = X3 − 1 = (X− 1)(X2 + X+ 1) et uℝ(1, 1, 1) = id, de polynôme caractéristique X− 1.
Comme ℝ3 = ℝ(1, 1, 1) ⊕ P avec deux stables :

χuP = X3 − 1
X− 1 = X2 + X+ 1

— uP est une rotation d’angle 2π
3 du plan P, sans valeur propre réelle.

Réponse. χuF | χu, πuF | πu ; χuP = X2 + X+ 1.

Correction de l’exercice 8 – Supplémentaire stable

a) uF est diagonalisable : soit (f1, …, fp) une base de F formée de vecteurs propres. On la
complète en une base de E par des vecteurs d’une base propre de u (théorème de la base
incomplète appliqué à une famille génératrice de vecteurs propres). Le sous-espace G
engendré par les vecteurs ajoutés est stable (engendré par des vecteurs propres) et
supplémentaire de F.
b) Les seules droites stables sont celles des vecteurs propres ; kerN = Vect(e1) est le seul
sous-espace propre. Un supplémentaire stable de F serait une droite stable différente de
F : impossible.
c) Soit F la somme des sous-espaces propres, stable. Si F ≠ E, il a un supplémentaire
stable G ≠ {0} ; sur ℂ, uG a une valeur propre, donc un vecteur propre dans G :

G∩ F ≠ {0}

— contradiction. Donc F = E : u est diagonalisable.
Réponse. Diagonalisable ⇒ supplémentaire stable ; N nilpotent : contre-exemple ;
réciproque vraie sur ℂ.

Correction de l’exercice 9 – Vecteur propre commun

a) Soit λ une valeur propre de u (existe sur ℂ). Eλ(u) est stable par v ; l’induit vEλ a une
valeur propre μ et un vecteur propre x ∈ Eλ(u) :

u(x) = λx, v(x) = μx

b) Matriciellement, AT et BT commutent ; par a), elles ont un vecteur propre commun LT,
d’où un hyperplan H = kerL stable par A et B. Les induits sur H commutent ; par
hypothèse de récurrence, ils sont cotrigonalisables dans une base (h1, …,hn− 1) de H. On
complète par un vecteur hn : dans (h1, …,hn), A et B sont triangulaires supérieures.
c) Non : u = v = Rπ / 2 (rotation du plan) commutent mais n’ont aucun vecteur propre réel.
Réponse. Vecteur propre commun dans Eλ(u) ; cotrigonalisation par récurrence ; faux
sur ℝ.

Correction de l’exercice 10 – Noyaux itérés et décomposition de Fitting

a) uk(x) = 0 ⇒ uk+ 1(x) = 0. Si Nr+ 1 = Nr et x ∈ Nr+ 2, alors u(x) ∈ Nr+ 1 = Nr, donc
x ∈ Nr+ 1 : Nr+ 2 = Nr+ 1, et par récurrence la suite est constante.
b) Tant que la suite croît strictement, la dimension augmente d’au moins 1 ; elle est
majorée par n, donc stationne à un rang r ≤ n.
c) dimNr+ dim Ir = n (rang). Si x ∈ Nr∩ Ir, x = ur(y) et u2r(y) = 0, donc y ∈ N2r = Nr et
x = 0. Ainsi
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E = kerur⊕ Imur

— Ces deux sous-espaces commutent avec u (polynômes en u), donc sont stables. ur = 0
sur Nr ; sur Ir, l’induit est injectif (keru∩ Ir ⊂ Nr∩ Ir = {0}), donc inversible.

Réponse. Stationnement en r ≤ n ; E = kerur⊕ Imur, u nilpotent sur l’un, inversible sur
l’autre.

Correction de l’exercice 11 – Fitting sur un exemple

a) A2 =
0 0 3
0 0 2
0 0 4

. kerA : y+ z = 0, z = 0, donc kerA = Vect(e1).

kerA2 = {z = 0} = Vect(e1,e2). Et A3 = A · A2 a pour dernière colonne
(2 + 4, 4, 8) = (6, 4, 8), ses deux premières colonnes nulles : kerA3 = Vect(e1,e2).

b) r = 2 et ImA2 = Vect(3, 2, 4). On vérifie que f = (3, 2, 4) est propre :
Af = (2 + 4, 4, 8) = 2f

c) Dans la base (e1,e2, f) : Ae1 = 0, Ae2 = e1, Af = 2f, d’où la matrice
0 1 0
0 0 0
0 0 2

 : bloc

nilpotent et bloc inversible.

Réponse. kerA2 = kerA3 = Vect(e1,e2), ImA2 = Vect(3, 2, 4) ; matrice diag 0 1
0 0 , 2 .

Correction de l’exercice 12 – Drapeau stable et trigonalisation

a) Si (e1, …,en) trigonalise u, alors u(ek) ∈ Vect(e1, …,ek) : les Fk = Vect(e1, …,ek)
conviennent. Réciproquement, on choisit ek ∈ Fk ∖ Fk− 1 ; (e1, …,en) est une base et
u(ek) ∈ Fk : matrice triangulaire.

b) χA = X2 − 4X+ 4 = (X− 2)2, ker (A− 2I) = Vect(1, −1). On prend F1 = Vect(e1′) avec
e1′ = (1, −1), complété par e2′ = (0, 1) : Ae2′ = (−1, 3) = −e1′ + 2e2′. Ainsi

P−1AP = 2 −1
0 2 , P = 1 0

−1 1

c) F1 serait une droite stable, donc engendrée par un vecteur propre réel ; Rπ / 2 n’en a
pas.

Réponse. Trigonalisable ⇔ drapeau stable ; A ∼ 2 −1
0 2  ; pas de droite stable pour Rπ / 2.

Correction de l’exercice 13 – Commutant d’un endomorphisme cyclique

a) Si Q = ∑k < nqkX
k annule u, alors ∑qkuk(x0) = 0 et la liberté donne Q = 0. Donc

degπu ≥ n, et πu | χu de degré n, unitaires : πu = χu.

b) On décompose v(x0) = ∑k < npku
k(x0) = P(u)(x0). Pour tout k :

v(uk(x0)) = uk(v(x0)) = ukP(u)(x0) = P(u)(uk(x0))

— v et P(u) coïncident sur une base : v = P(u).
c) Le commutant est K[u] = Vect(id, …,un− 1), de dimension degπu = n.
Réponse. πu = χu ; commutant = K[u], de dimension n.
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Correction de l’exercice 14 – Stables et blocs de Jordan

a) A : ker (A− 2I) = Vect(e1), une seule droite stable. B : tout vecteur non nul est propre,
toutes les droites sont stables.

b) A : {0}, Vect(e1), ℝ2, soit 3 stables. B : {0}, ℝ2 et une infinité de droites.

c) πA = (X− 2)2 : A− 2I est nilpotent cyclique, ses stables sont totalement ordonnés
(comme pour la dérivation). πB = X− 2 : B est scalaire, tout sous-espace est stable.

πA = χA = (X− 2)2, πB = X− 2 ≠ χB
Réponse. A : 3 stables ; B : une infinité ; πA = χA (cyclique) contre πB de degré 1.

Correction de l’exercice 15 – Synthèse : tous les sous-espaces stables

a) πA = ppcm((X− 2)2,X− 3) = (X− 2)2(X− 3). Lemme des noyaux :
ker (A− 2I)2 = Vect(e1,e2) et ker (A− 3I) = Vect(e3).
b) Les projecteurs associés sont des polynômes en A, donc laissent F stable ; pour x ∈ F,
x = p1(x) + p2(x) avec pi(x) ∈ F dans chaque noyau.

c) Sur Vect(e1,e2), l’induit est 2I+N avec N nilpotent cyclique : stables {0}, Vect(e1),
Vect(e1,e2). Sur Vect(e3) : {0} et Vect(e3). En combinant (3 × 2) :

{0}, ℝe1, ℝe3, Vect(e1,e2), Vect(e1,e3), ℝ3

— soit 6 sous-espaces stables (deux droites, deux plans).

Réponse. πA = (X− 2)2(X− 3) ; 6 stables : {0}, ℝe1, ℝe3, Vect(e1,e2), Vect(e1,e3), ℝ3.


