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Plaquette 2 - Polynome caractéristique :
calculs, propriétés, localisation du spectre

Réduction des endomorphismes — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Le polynome caractéristique se calcule rarement en développant brutalement. On
exploite la structure de la matrice : blocs triangulaires, matrice al + bJ, matrices
circulantes, tridiagonales (relation de récurrence sur la taille), produits AB et BA.
Sans calculer les valeurs propres, on peut aussi les localiser (disques de Gershgorin)
ou prouver leur existence (degré impair, valeurs intermédiaires). Enfin,

X4(4) = det(AI —A) est un polynéme en A : il n’a qu’un nombre fini de racines, ce qui
donne des arguments de densité.

Exercice 1 - Le coefficient de X"-2 du polynome caractéristique

Soit A € M,(C) de valeurs propres 44, ..., 4, (avec multiplicité).
a) Exprimer le coefficient ¢,_, de X"~ % dans X, al'aide des A;.

(trA)* — tr(A?)

b) En déduire ¢,,_, = >

c) Vérifier sur A = <:1)) Z> puis en déduire y, pour B de taille 3 avec trB = 2,
trB® = 6, detB = —2.

Vs

J/

Exercice 2 - Matrices triangulaires par blocs

A B
Soit M = <0 C> avecA € M, C € M.

a) Montrer que y,, = X X

1257
e 2103
b) En déduire le spectre de M = 000 -1 sur C.
0010
c) Le résultat reste-t-il vrai pour une m

A B
. . 5
atrice « en blocs pleins » <D C> :

Vs

J/

Exercice 3 - Spectre de al + b}

Soit J € M,(R) la matrice dont tous les coefficients valent 1, et M = al + bJ (b # 0).

a) Déterminer le rang de J, puis kerJ et une valeur propre non nulle de J.
b) En déduire X; puis x,, et detM.

c) Application : déterminant de la matrice de taille n ayant 2 sur la diagonale et 1
ailleurs.

Vs
-
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Exercice 4 - Matrices circulantes

010 123
SoitP=(00 1)|etC=I+2P+3P>=(3 1 2
100 231

a) Calculer Pl et Xp- Déterminer les vecteurs propres de P (dans (C3).
b) En déduire les valeurs propres de C.
c) Retrouver detC et trC.

Vs

J/

Exercice 5 - Une matrice tridiagonale

Soit A,, € M,(R) la matrice tridiagonale avec 2 sur la diagonale et —1 sur les deux
diagonales voisines, et D,(x) = det(xI —A,).

a) Montrerque D,,,, = (x—2)D,,1—D,, avecD; =x—2etDy=1.
b) Calculer D; et les valeurs propres de As.

nsin ((n + 1)0)

. et en déduire
sin@

c) En posant x — 2 = —2 cos 6, montrer que D,, = (—1)

— _ ko
SpA, = <2 Zcosn+1 ke

AN J

Exercice 6 - Méme polynéme caractéristique, non semblables

11 N n f .
a) Montrer que I, et N = < 0 1> ont le méme polynome caractéristique mais ne sont

pas semblables.

b) Trouver deux matrices nilpotentes de taille 2, de méme trace et de méme
déterminant, qui ne sont pas semblables.

c) Montrer que deux matrices de M,(C) non scalaires de méme polynome
caractéristique sont semblables.

Exercice 7 - Valeur propre réelle en dimension impaire

Soit A € M, (R) avec n impair.

a) Montrer que A admet au moins une valeur propre réelle.

b) On suppose de plus detA > 0. Montrer que A a une valeur propre réelle
strictement positive.

c) En déduire qu’un endomorphisme de R> admet une droite stable, et qu’une
rotation de R> (det = 1, orthogonale) admet un axe.
. J

Exercice 8 - Disques de Gershgorin

Soit A = (ay) € Mn(C) et Ry = 3., |ayl.

a) Soit A valeur propre et X un vecteur propre associé, i un indice ou |x;| est
maximal. Montrer que |A — a;;| = R;.

51 0
b) Localiser les valeurs propresde A =| 1 —3 1 | (elles sont réelles, A étant
01

symétrique réelle).
c) En déduire que A est inversible et donner le signe de detA, puis vérifier.
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Exercice 9 - Matrices a diagonale strictement dominante

On dit que A € M,(C) est a diagonale strictement dominante si |a;| > Ej i lal
pour tout i.

a) Montrer qu'une telle matrice est inversible (théoréeme d’Hadamard).

b) Montrer que si de plus A est réelle a coefficients diagonaux strictement positifs,
alors toute valeur propre réelle de A est strictement positive, et detA > 0.

c) Application : la matrice A, tridiagonale (2 ; —1) est-elle a diagonale strictement
dominante ?

Exercice 10 - Densité des matrices inversibles

a) Soit A € M,(K). Montrer que A — %I est inversible pour tout p assez grand. En
déduire que GL ,(K) est dense dans M ,(K).

b) Montrer que y,; = xp, lorsque A est inversible.

c) En déduire, par densité et continuité, que y, = x5, pour toutes A, B carrées.

Ve
-

Exercice 11 - Vecteurs propres a gauche et a droite

Soit A € M, (R), X tel que AX = AX et Y tel que Ay = uY, avec A # .
a) Calculer Y'AX de deux facons et en déduire Y'X=0.

, . /11
b) Vérifier sur A = <O 2>.

T . A ;o7
c) Les sous-espaces propres de A et de A' sont-ils les mémes en général ?

Ve
-

Exercice 12 - Matrices de permutation

A o € S, on associe P,, définie par Pyej = ey ).

a) Montrer que P, est d’ordre fini et que ses valeurs propres complexes sont des
racines de l'unité.
b) Pour o = (1 2 3) dans Sy, calculer Xp,-

c) Montrer en général que Xp, = 1T c (X“C) — 1), le produit portant sur les cycles de o

(points fixes compris) de longueurs £(c).

-

G

Exercice 13 - L’endomorphisme M » AM - MA

Soit A € M, (C) et ®4:M » AM — MA.
a) On suppose A = diag(24, ..., A,). Calculer ®4(Ey).
b) En déduire que si A est diagonalisable, ®, I’est, de valeurs propres les 4; — A;.

c) Montrer que ®4 n’est jamais inversible et calculer dim ker ®, lorsque A est
diagonalisable a valeurs propres distinctes.

Vs
-

Exercice 14 - Matrice de rang 1 et formule du déterminant

Soit U,V € R" non nuls.
a) Calculer y, en utilisant le rang et la trace.
b) En déduire det (I + UV") =1 + V'U.
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c) Calculer le déterminant de la matrice M =1 + Uv' pour U =(1,2,3),V=(1,1,1),
et vérifier directement.

Exercice 15 - Synthese : AB et BA rectangulaires

Soit A € M,, ,(K) et B € M, ,(K).
a) On pose M = <)‘§I” ?> et N = <{)" ;{}4> Calculer les produits par blocs MN et
p p
NM.
b) En prenant les déterminants, montrer que X"y, = X" xp,.
c) En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres non nulles, avec les

mémes multiplicités. Application : spectre de AB pour A = <;> B=(3 4).
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