Chapitre 15 - Séries entiéres 1

Plaquette 5 - Bord du disque, analyticité et problemes de synthese

Séries entieres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Abel radial. Si Ean converge, alors Eanx” converge uniformément sur [0, 1] et

lim_ 2 apx" E an

x=1" 50 n=0

Zéros isolés. Si f= > a,x" (R > 0) n’est pas identiquement nulle, il existe p et g
développable avec g(0) # 0 tels que f(x) = xPg(x) : fne s’annule pas sur un voisinage
pointé de 0.

2 )
Formule de Parseval. Pour 0 <r<R: %foﬂ|f(re’9)| de = >, |an|2r2”, d’ou |a,| =
avec M(r) = max, = »|f(2)].

M(r)
rn

Correction de I'exercice 1 - Le théoreme d’Abel radial

a) 2anX" =D (Mo — X" =r_g 4+ X" = rpx™ (séries absolument
convergentes pour x < 1, (r,) étant bornée), d’ou

Eanx” —-ro1=kx-1) 2 rx"

n=0

D) [(1 =X, . yrX"| el =X, yX" <&

c) La partie finie (x — 1)2;1 ~nTnX" tend vers 0 quand x - 1 ; donc
limsup |E ax" — Ean| < £ pour tout ¢.

Réponse. Transformation d’Abel : I’écart vaut (x — 1) D, r,x", petit car les restes le sont.

Correction de l'exercice 2 - Deux sommes classiques par Abel

" 2n+1

a) arctanx = E( sur ] — 1, 1[ ; la série E% converge (critére spécial) ; par

2n+1
Abel, sa somme vaut

lim arctanx = &
x-1" 4

n—1_n
b)In(l +x) = 2(_1)% sur ] — 1, 1[, la série converge en 1, et In(1 + x) = In 2.

c) Le développement est établi sur I'intervalle ouvert de convergence ; I’égalité en x = 1
demande un argument (Abel, ou la majoration directe du reste par une intégrale).

n-1

etz( D —mo2.

Réponse. Abel radial : 3, = o +1

Correction de l’exercice 3 - La réciproque d’Abel est fausse

a) > (—1)"x" = : ix % mais Y (—1)" diverge grossiérement.
1

b) E (n+ 1)(—x)" = ) 4, alors que le terme général ne tend pas vers 0.
1+x

c) Pour tout N, En -na E a,x" =/ (la fonction est croissante en x, termes positifs).
En faisant x> 1 : En - nan = L. La série a termes positifs converge, et Abel donne sa
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somme : /.

L 1gans convergence de >, (—1)" ; pour a, = 0 la réciproque est vraie.

Reéponse. T+x 2

Correction de I’exercice 4 - Zéros isolés et rigidité

a) f(x) = xP Ek S 0dp+ XK et g= EapJ, XX a le méme rayon, donc est continue en 0.
b) Par continuité, g # 0 sur un voisinage ] — 6, 6[, et x” # 0 pour x = 0.

c) Si fn’était pas nulle, b) interdirait des zéros arbitrairement proches de O ; or

A OR:

Contradiction : f= 0 (tous les coefficients sont nuls).

Réponse. f = xPg avec g(0) # 0 : zéros isolés ; une série nulle sur une suite tendant vers
0 est nulle.

Correction de l'exercice 5 - Identifier une fonction par ses valeurs

1 _ 1/n _
&) 3T = Txi/n J) =1

précédent appliqué a la différence de deux solutions.

ix convient (rayon 1), et elle est unique par ’exercice

b) La continuité en 0 impose f(0) = 0 ; g(x) = @ (développable) vérifierait g(%) =(-1",
qui n’a pas de limite : impossible.

c) Une solution vérifierait f(%) = % donc (rigidité) f(x) = 2x ; mais alors

1 \_ 2 1
f(2n+1>_2n+1 *n

Pas de solution.
Réponse. a) f(x) = ﬁ ; b) et ¢) : aucune.

Correction de I'exercice 6 - Equations fonctionnelles et séries entiéres

a) D a,2"x"=>2a,x": a,(2" —2) =0, donc a, = 0 sauf n = 1 : f(x) = ax.

b) D (n+ 1)a,+1x"=>,a,2"x": (n+ 1)a, 4+, = 2"a,. Avec a, = 0, tous les a, sont nuls :
f=o0.

c) Les deux relations donnent f(x) = cos x + sin x, développable (rayon infini) :

2l n
fix) = 2 =1 X

|
n=0 n:

Réponse. a) f=ax; b) f=0; c) f= cos+ sin.
Correction de I'’exercice 7 - Formule de Parseval et inégalités de Cauchy

a) |f]° = D m @™+ e’ = ™0 famille sommable uniformément en 6 (car X |a,|r" < «) :
on integre terme a terme, seuls les termes n = m subsistent.
2 2 2
D) |a,|"r*" = >, lax| T = M(n)°.
c)a,=1et M(%) = max% =2 (en 0 = 0) : I'inégalité donne 1 <2-2" v, et
|1 —e™/2]
Parseval donne
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L 2o do _ —n _ i
2o Y 0 |1 —%ei9|2 24 3

Réponse. Parseval : 21—Hf |f(re"‘9)|2 = 2|an|2r2”, d’ou |a,| = M(rr™".

Correction de I'exercice 8 - Théoreme de Liouville

a) Pour toutr>0:

b) f = a, est constante.

c) sin est développable sur C (rayon infini) et non constante : elle n’est pas bornée sur C
(par exemple |sin (iy)| = |shy| = +=), bien qu’elle le soit sur R.

Réponse. |a,| = Mr " - 0 : une fonction entiére bornée est constante ; sin n’est pas
bornée sur C.

Correction de l’exercice 9 - Equivalents au voisinage du bord

a) Pour tout N, D b, x" = > _
b) Soit € > 0 et N tel que |a,, — b,| = b, pourn =N :

‘Eanx”—Ebnx" <= D |ap—bu +&>bx"

n<N n
le premier terme est borné, le second est ¢ fois une quantité tendant vers +« : le rapport

b, x" - En - ybn, arbitrairement grand.

> anx"
Sho tend vers 1.
¢)Inn ~ H, et 3 H, diverge : Slnnx" ~ -1 =X o 1,

1—-x
Réponse. Coefficients équivalents positifs de série divergente : sommes équivalentes en
In-1_
. n_ " 1=x
17 ;> Innx T
Correction de I'’exercice 10 - Rayon et singularités complexes

a) n _&X2 =3 (-1)"x%, de rayon 1 (divergence grossiére pour |x| = 1).

b) La série entiere définit une fonction de la variable complexe sur le disque |z| < 1, et
n’est pas bornée pres de z = +i (module 1) : le disque de convergence ne peut

1+ 22
contenir ces points. Le rayon est la distance de 0 a la singularité la plus proche dans C.

c) Les racines de 22 — 2z + 5 sont 1 * 2i, de module /5 : en décomposant en éléments
simples sur C,

1 =L< 1 _ 1 )
(z—1-2)(z—1+2i) 4i\z—-1-2i =z—-1+4+2i

chaque terme se développe pour |z| < /5, et le rayon vaut exactement /5.

1

. . Al i s
Réponse. Rayon 1 a cause des pbles =i ; pour o n

=, rayon J5.
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Correction de I’exercice 11 - Solutions développables d’une équation

singuliere

a) Coefficient de x"

(n+1na,y1 —nn—1)a,+(n+1)a,+, —3na,—a,=(n+ 1)2an+1 — (n? + 2n + 1)a,, soit
(n+1)*@ns1-an) =0

b) a, = appour tout n : y = ap >, x" = 1?’){, rayon 1. Les solutions développables forment

une droite (la seconde solution, en Inx, n’est pas développable en 0).

1 v 2 2X 1 — 3x 1—x 2x+1—3x—1+x_
, = : + — 0v.
-0 T U= A-x% 1= (1-%? (1 -x)?

Réponse. a, .1 =4a,:

oy =

Correction de l'exercice 12 - Les nombres d’Euler

a) cis est paire : ses coefficients impairs sont nuls (unicité du DSE).

(—=1YEp

- n ikl Ml

b) Le coefficient de x>" du produit de >, (_(%J);f et 2E2k(2k)' vaut >

pour n = 1 ; on multiplie par (2n)!.
C)E0=1;n=1:EZ—E0=O,E2=1;n=2:E4—6E2+E0=0,E4=5;n=3:
E6—15E4+15E2—E0=0, soit

E¢=75-15+1=061

Enx=0,4:1+0,08+0,005333 +0,000347 = 1,08568, contre ~ 1,08570.

1
cos 0,4

4 1 _ x 5x* . 61x°
Réponse. 55 = 1 + 5 + 5 + 355

Correction de I'exercice 13 - Une somme trigonométrique au bord

i0 19

a sin(nf)x" " '=Im—&—— =Im =X
)2”21 in (n6)x 1 — xe'® 1—2xcos(9+x
b) La dérivée de arctan X=C086 yayt —1/sin® - = sin -, et la constante assure
sin@ 1_'_(x—cose) 1 —-2xcosf + x
1 0 esm Zg

— — — COS —_ COS — II I A

T0)=0.Enx=1: 0 = tanjet 0 tan(2 9) d’ou
0, ,mo_ on—06
llm T(x) = 5 2 0= 5

(les angles étant dans }—% %[ pour 6 € 10, o[ ; le cas 0 € [m, 2n[ s’en déduit par symétrie).

c) Abel : 3,SI010 — 1-0 poyrg =13 siln - x1-1 ~1,0708.

Réponse. 3, S0 = 120 sur )0, 20 ; 3 180 = L1,

Correction de I'exercice 14 - Nombre d’involutions

a) Soit o(n+ 1) = n+ 1 (et o est une involution des n autres : I, cas), soito(n+ 1) =k = n,
et alors o(k) = n+ 1, o étant une involution des n — 1 éléments restants : nl, _; cas.

b) I, < n! donne unrayon = 1. F = E-[n+1 =D 1% +EnIn_1 = F + xF. Avec F(0) = 1

F(x) = e"‘“xz_2
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C)I1= 1,.[2=2,I3=4,I4= 10,I5=26.
Réponse. F(x) =e***/2. 1 .1,1,2,4,10, 26.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : le dilogarithme

Xn—l

a) Convergence normale sur [—1, 1] (#) : continuité. La série dérivée > a le rayon 1,

de somme —121=%)

b) g'(x) = ~0=x) o Inx g N2 Inx = g (dérivée de L(1 —x) : —L'(1 —x) = {2X).

¢) Quand x - 1~ : L(x) = L(1) = %2 (continuité), L(1 — x) — 0, et
InxIn(l1-x)~x-1)In(1 —x) - 0. Donc

LX)+L(1 —x)+Inxln(1 —x) = o?

d) En x =

1. 1 2 o (1) _ o2 (In2)* _
7.2L<7>+(1n2) —%,douL(§>—”— ~ 0,58224.

Réponse. L(x) + L(1 —x) + InxIn (1 — x) = %2 don 3, L = 1 n2)
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