Chapitre 15 - Séries entiéres 1

Plaquette 3 - Développements en série
entiere : opérations et équations différentielles
Séries entieres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Développements usuels (rayon « pour les trois premiers, 1 pour les autres) :

(- k 2k (— k 2k +1
e~ _EX', cosx = D2 X (2k)' , sinx= DX (2k+1)'
_qya-1_n Yex2k+1
— - =3x";In(1 +x=> _, EU_ X arctanx = 3 DX T

(1+x)%= E(g)x".

Unicité. Si D a,x" = D, b,x" au voisinage de 0, alors a, = b,, pour tout n ; et
_ 1

u n!

Méthode de I’équation différentielle. Injecter y = > a,x", regrouper par puissance
de x, identifier les coefficients, résoudre la récurrence, vérifier le rayon > 0.
AN J

Correction de I’exercice 1 - Une fraction a coefficients périodiques

a)(1—x)1+x+x3)=1-x5
b) Pour |x| <1 :

=(1-x) 2 33k = 2 (X3k_x3k+1)
k=0

k=0

Les coefficients valent 1, —1, 0 périodiquement : ils sont bornés et ne tendent pas vers 0,
doncR = 1.

c) 100 = 3 x 33 + 1 : le coefficient de x'°° vaut —1, donc f'°?(0) = —100!.

Réponse. =S 3k —x3%k+1) R=1;f1%0) = -100!.

1+x +x

Correction de l'exercice 2 - Argument tangente hyperbolique et calcul de In
2

n—1
a)ln(l+x)—1In(l —x) = En o1 Mx”, ne gardant que les n impairs :

n
2k + 1
nltx _ X
1—-x o2k +1
b)%=2pourx=%. Le reste apres N termes est
-2k-1_ 2.372N-1 3 . -N
=253 = —1/9 ~1°°

1 5 1 1 ~ ~ A -5
c) 2( + BT + 1315 + 15309) = 0,693135, contre In2 = 0,693147 : écart 1,2 x 107,

conforme a la majoration (i 97> 1,1 x107%). Bien plus rapide que E%

Réponse. In 7 1+ X

= 22 2k m 1 ; avec x = % quatre termes donnent In2 = 0,69314.
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Chapitre 15 - Séries entiéres

Correction de l'’exercice 3 - Exponentielle fois cosinus

a)ellTix=y22TUX 1+ 1) X" (rayon infini), et I’on prend la partie réelle terme a terme (x réel).
b) (1+1)" = 2"/2e”“”4 :

2

2"/ 2 cos L

e*cosx = 2 SR
n=0 n!

c) Nul si et seulement si cos’il—H =0, soitn =2 (mod 4). Vérification :

2 2
e*cosx = <1 +X+ 5+ ><1 -5+ > coefficient de x? : %—%: 0v.

"2 cos (nm/ 4) N

n!

Réponse. e*cosx = D, 2 , coefficients nuls pour n = 2 [4].

Correction de I’exercice 4 - Puissances de fonctions trigonométriques

Koy 2k — 1
a) cos?x = 1+COSZX=1+2k21(_1)2 x2k.

2 (2K)!
b) sin”x = 33, ‘(?2112?211(;!1 -1 2% (_1)(1(235:11;(!2“1' soit
k 2k +1
sin3x — kél ( 111((2?{ +3;)! >X2k+1
(le terme k = 0 est nul). Premiers termes : k = 1 donne % 1, et k = 2 donne

3-243 _ _ 1 .4in3x=x3_X 4 ...
S = g sinx=x" - %X+
3 ... 3
X° —sin” x 1
T 2
, . 5 o
Réponse. 51n3x=x3—"7+---, donc la limite vaut%

Correction de l’exercice 5 - Puissances négatives de 1 — x

a) —2— =3 _.n(n-1x""2 dol

(1-x°
_E(n+2)(n+1) E<n+2>xn, R=1

(1—x) n=0 n=0\ 2

b)( )( 1) = 34nx2) (”;2)

c) ﬁ = (2 x“) (E xb) (E xc) : le coefficient de x" compte les triplets (a, b, c) avec

a+ b+ c =n. Par exemple n = 2 : 6 solutions, et <§> =6 V.

Réponse. ﬁ = 2(” ; 2>x” ; c’est le nombre de solutions de a + b + ¢ = n.
— X

Correction de I’exercice 6 - Sinus intégral

a)

. k,2k
sint _ (=Dt ; :
AL=3 0 rayon infini.

2k + 1)’

b) Intégration terme a terme :
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. _ ( 1)k 2k +1
Si0g = ,20 2k + 12k + 1)!

de rayon infini.

_ 7 . s s . . _ ]_ 1 ]_
c) En x = 1, série alternée de terrr15es decr401ssants 01 is + 500 ~ 35280 + . Le
quatrieme terme vaut = 2,8 X 10" ° < 10" 7, donc trois termes suffisent :

Si(1) =1 -0,05556 + 0,00167 = 0,9461 (valeur 0,946083).

, . (_1)kx2k+1 .
Réponse. Si(x) = >, ok Dok Si1) = 0,9461.

Correction de l'exercice 7 - Développement par une équation différentielle

1 xarcsin x

, d’ou
1 — x2 (1 _X2)3/2

a) Quotient de deux fonctions impaire et paire. f =
(1 =x3f =1+xf.

b) Avecy =D ax": (1 -x?)y —xy=2> ((n+1)ap+1—(n—1)a,_;—a,-1)x"=1.Le
coefficient constant donne a; =1, et pourn=1:

(n+1)an+1=na,-,
soit, pour n = 2k + 2, (2k + 3)ayx + 3 = (2k + 2)ay, + 1 (les coefficients pairs sont nuls).

2-4--(2k)  _ 4k’ Gas+3
52k + 1) 2k + 1! Aok +1
1. La somme g et f sont solutions du méme probleme de Cauchy linéaire sur ] -1,1[
(coefficient 1 — x? non nul), donc f = g.

c) Par produit télescopique, as; ;1 = 3 Le rapport - 1 : rayon

2
1
Réponse. arcsin x Ek o (4 (k)" _2k+1

e mx , Tayon 1.
Correction de I’exercice 8 - Une équation différentielle et la gaussienne
a)y =>Mm+2)(n+1a,,x", xy = > nax". Le coefficient de x" donne
n+2)(n+1)a 4+ (n+1)a,=0.
b) a; = 0 entraine a1 =0. Etag=1:

R o S A G D
2k = 24 (2K) 2K

Rayon infini (rapport — 0).

c)y= E( X /2) = e™*"/2, Vérification : y = —xy, y" = —y + x%y, et
v+ xy +y——y+xy—x2y+y=0/.

— e—x2/2

- a
Reponse. a, ., = —ﬁ, y=

Correction de l’exercice 9 - La fonction de Bessel d’ordre zéro
a)xy’ =>nn-1ax""L y =>nax"" 1, xy=>Da,_1x". Le coefficient de x" (n = 0) :
(n+Dna, 1+ n+1a,,1+a,-1 =0, soit
(n+1)’ap41+ap_1=0
(aveca_y =0 :pourn =0, a; =0).

=D Ravon infini
NG ayon infini.

. . aoy —
b) Les impairs sont nuls ; a,; = — ;" 2 donne ayy =

=1-141 __1 4 ... =
c)Jo(l)=1 Tt 61 5308 T 0,7652.
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Réponse. J,(x) = 24( (;')) , rayon infini, J,(1) = 0,7652.

Correction de I’exercice 10 - Premiers coefficients de la tangente

a)tan’ = >, (2k + 1)ty 4 1x* et tan* =, (Eiﬂ.: toiratois 1)x2m+2. On identifie le

coefficient de x*k*2,

b) t; = 1 (coefficient constant), puis

4 1
1 Lo 2tts+ts 1579 _ 17
3’ 7 7 7 315

c) 0,3+ 0,009 + 0,000324 + 0,0000118 = 0,309336, contre tan0,3 = 0,309336 v.

t3:

w'»—k[\)

X3 L 2x5 17X
Réponse. tanx = x + & + 2 + 27 +-

Correction de I'’exercice 11 - Une fonction lisse non développable

a)Po=1;sif™=P,(1/x)e 1" ondérive : f"*V = <—%Pn’(1 /x) + %Pn(l /x)>e‘1”‘2, de

la forme voulue avec P, 1(u) = —u?P,/(u) + 2u’P,(u).

—1/x?

b) Pour tout polynéme P, P(1/x)e — 0 en 0 (croissances comparées, u = %). Par

récurrence et le théoreme de la limite de la dérivée, fn) est continue en 0 avec
P =0
R f‘ ©,

c) Si f était développable, on aurait f(x) = = 0 au voisinage de 0, alors que

f(x) > 0 pour x # 0. Non développable.

Réponse. f € C”, toutes les dérivées nulles en 0, mais f= 0 : pas de DSE.

Correction de I’exercice 12 - Décomposition en éléments simples

a)x?—3x+2=(Kx-Dx-2)etfl)=1,-t-=-1_—-_1_

X —
= %2"— (|x| < 2), donc

=2x" (x| <1 et 71

X

fx) = 2 <1—2n1+1>x”, R=1

n=0

10) _o-11 2047

o) F190) = 10'(1 2 )_10| 2047
Réponse. f=> (1 -27""Hx", R =1, f190) = 101 2047

2048~

Correction de I'exercice 13 - Intégrale de la gaussienne en série

(- 1) ky2k , . \
=> , intégration terme a terme :

k x2k+1

(- _
Ex) = ,20 k'(2k+1) R=+te
= 1,1 _ 1, 1 __1 ...
b) En x = 1 : série alternee a termes décroissants 1 + i0 "4zt 16 T390 T Le
terme =7,6x10" ‘<1073 cing termes suffisent, E(1) = 0,7475 (valeur 0,74682).

1320
52k +1

c) Pour x = 5, les termes KOKTD

croissent énormément avant de décroitre (jusqu’a plus
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de 5 x 10%) : compensations catastrophiques en calcul approché, alors que E(5) =

SE

k
Réponse. E(x) = E(k,gﬁ E(1) = 0,747.

Correction de l'exercice 14 - Cosinus hyperbolique fois cosinus
a) ch((1 + i)x) = chxch(ix) + shxsh(ix) = chx cos x + ishx sin x.

b) ch((1 +i)x) = >, a '{211)()," et (1 +i)% = 2i : (2i)* est réel si et seulement si k est pair,

k = 2m, avec (2i)*™ = (—=4)™. Donc

( m 4m
chxcosx = —_—
x? | x _2 xt . : 4 1 1,1 __1 _4 _1
C)<1+7+ﬂ><1 X 24>.coefflclentdex,24 Tto1 = 5 et o 6/'
, _ (—4)m 4m
Réponse. chxcosx = 2—(4m)! X

Correction de I’exercice 15 - Synthese : carré de I’arc sinus et une série
remarquable

a) 4 & d (arcsinx)? = 2arcsinx — 2f(x).

V1 — x2

b) On intégre terme a terme (méme rayon, (arcsin 0)2 =0):
2 - 4Kk1)? 2-4" Y (n-1H* _ 4" )? .

. 2k 4 2 — . !
(arcsinx)’ =3, _, Grapr< . Avecn=k+1: an! =3 amr dou
2 1 (2x)*"
arcsinx)” = = —=
( ) 2 ngl n2 2n
n
2
=1.(o\" -1 1
¢)Enx =5 (6) 2 2n2(2n>
n

d) % + ﬁ + % 0,54722, contre I- =~ (0,54831 (convergence géométrique de raison %).
Réponse. (arcsinx)® = 2 29" donc >S—A = o2

(n) ZON
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