Chapitre 15 - Séries entiéres 1

Plaquette 1 - Rayon de convergence,
développements usuels et fonctions génératrices

Séries entieres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Rayon de convergence. Pour > a,2", il existe un unique R € [0; +] tel que la série
converge absolument pour |z| < R et diverge grossiérement pour |z| > R.

— Reégle de d’Alembert : si ‘%‘ —{, alors R = %
n

— Reégle de Cauchy : si {|a,| » £, alors R = %

— Comparaison : |a,| < |b,| entraine R, = R, ; si a, ~ b,, alors R, = Ry,
— La convergence est normale sur tout compact du disque ouvert de convergence,
donc la somme y est continue.

Régularité. Sur ] — R;R[, la somme S est de classe C” et I’on peut dériver et
intégrer terme a terme, sans changer le rayon :

B X a Xn+ 1
Sx) = > nax""l, f S = -
n=1 " 0 n=0 n+1
s™(0) . .
De plus a,, = o les coefficients sont uniques.

Développements usuels (avec leur rayon).

= > X (R=w) L - xnr=1)

| —
nzOn' 1 X n=0

(_l)nx2n+ 1

n+1  B=1

n—1_n
In(1 +x) = 2 (_D%(R= 1) arctanx = E

n=1 n=0

_ (_1)nx2n . _ (_1)nx2n+1 _
COoSX = ngo el sinx = néo en+ Dl (R = »)

A+xt=1+ 3 dez D@zt Ding=1siagN)
nx=1 :

AN J

Correction de l'exercice 1 - Rayon par d’Alembert

2
Premiere série : a, = .

3n
2 n 2
‘a“"'l‘:(n-l_]‘) x3_=l(1+l> —>l
a, gn 1 23 mn 3
— Donc R = 3.
Secondesérie:‘a"“‘— nt _ __1 0 doncR=+o.

a, | (n+1) n+1

— Contréle de la premiére : en x = 3, le terme général vaut n? - 0 — divergence
grossiere, cohérent avec R =3 v

— Retenir : un facteur polynomial ne change pas le rayon ; seul compte le
comportement géométrique ou factoriel.
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Réponse. R =3 et R = + .
Correction de I’exercice 2 - Rayon par comparaison

— Encadrement : 1 < 2 + sinn < 3 pour tout n.

— Minoration du rayon : |a,| < 3, et >, 3x™" a pour rayon 1, donc R = 1.
— Majoration : |a,| = 1, et > x" a pour rayon 1, donc R < 1.

— Conclusion : R = 1.

— Meéthode générale : un coefficient encadré entre deux constantes strictement
positives donne le méme rayon que la série géométrique, soit R = 1.

— Contréle : pour |x| > 1, [a,x"| = |x|" = +» — divergence grossiére v ; pour |x| <1,
majoration par 3|x|", terme d’'une géométrique convergente v

Réponse. R = 1.

Correction de I’exercice 3 - Développement d’une fraction rationnelle

Décomposition en éléments simples : on cherche 1 ix +q _b X
— En multipliant par 1 — x et en évaluantenx=1:a = 11f2 = —1.
— En multipliant par 1 — 2x et en évaluant en x = % :b = 1 1 T =
2

— Controleenx=0:-1+2=1=£f0) v
— Développement : pour |x| < %

foo== 2 x"+2 > 2= > (2" - 1)x"

n=0 n=0 n=0

— Rayon : le plus petit des deux, soit R = % (le pole le plus proche de l'origine est %).

— Controle des premiers coefficients : 1, 3, 7, 15 ; et le produit
(1 +x+x2)(1 +2x+4x2) =1+3x+7x%+... v

Réponse. f(x) = 2(2“ = l)x”, R= %

Correction de l'’exercice 4 - Développement par dérivation

1
1—-x
— La dérivation terme a terme est licite dans le disque ouvert :

1 LA )=2m =3 m+1x

(l—x)z_a 1=x n=1 n=0

— On part de => _X"pour |x| < 1.

— Rayon : inchangé, R = 1.
2
— Controle : (2 x”) donne par produit de Cauchy le coefficient EZ _ol=n+1v—

cohérent avec 1 5 =(11 )
(1-x) —X

n+1 _ 1 _

2" a-b?

— Application : >,

n=0

Réponse. >, _,(n+1)x", R=1.
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Correction de l'’exercice 5 - Développement par intégration

— Point de départ : " itZ => _o(-1)"t*" pour t| < 1.

— Intégration terme a terme de 0 a x (licite pour |x| < 1) :

A N G D S N
arctanx = n20 o+ 1 =X 3 + 5
n
— En x =1 :la série E o i_) 7 est alternée convergente ; le théoreme d’Abel radial

permet de passer a la limite :

—q_1,.1_1
=l-g3+5-7+

LIS

— C’est la formule de Leibniz.
— Convergence tres lente : apres 1000 termes, 1’erreur est encore de 1’ordre de

1 _ -4 . .
2000 5x%x10 inutilisable en pratique.
— Formules efficaces : on préfére 1= 4arctan% — arctanm (Machin), ou les

arguments sont petits.

G S G V)

4 2n+1°

Réponse. arctanx = >, i1 et

Correction de I'exercice 6 - Somme d’une série entiere

On part de En S oX' = 1 i et on applique deux fois 'opérateur x%.
— Premiére fois : >, _,nx"= —X .
(1-x)
— Seconde fois : on dérive —*—,
(1-x)
(1=x%+2x1-x) _ 1+x

1-x* (1-x)°

puis on multiplie par x :
N2 = x(1 + xg

n=1 (1-x)

N ; _1, 05x1,5 _
Controle en x = 5 la formule donne 0125 ~ 6.

— Vérification numérique : 0,5+ 1+ 1,125+ 1+ 0,78125 + ..., la somme des 10
premiers termes vaut 5,857 — convergence vers 6 v

— Interprétation probabiliste : cela permet de calculer E (Xz) pour une loi
géométrique, donc sa variance.
x(1 + x)

Réponse. 5
(1-x)

Correction de I’exercice 7 - Suite récurrente par série génératrice

On traduit la récurrence sur la série.
— F(x) = uo+u1x+2n>0un+2x"+2 =1 +x+2n>0(un+1 + u,)x" 2.
— OrY _oUn+1X" T2 =X(F(X) —ug) = x(F(x) — 1) et >, _ ,ux"*? = x*F(x).

n>0
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— Equation : F = 1 + x + xF — x + x°F, soitF(l—x—x2)=1.

1
Fx) = ———
1—x—-x?
— Rayon : les racines de 1 — x — x? sont # ; la plus proche de O est
‘/52_ 1 . 0,618, donc R = % ou @ est le nombre d’or.
— Controle des coefficients : 1 s=14+x+ 2x% + 3x3 4+ 5x* + ... v (les termes de
- X—X
Fibonacci).
— Formule de Binet : la décomposition en éléments simples de F redonne
QDn +1 _ lI/n +1
u, =
5
Réponse. F(x) = 1 5, de rayon /5 - 1.
1—x-—x 2

Correction de I'exercice 8 - Equation différentielle par séries

— n I n-1
Onposey=> _,ax" doncy => _ nax""'.

— L’équation y' = 2xy s’écrit >, _ ,(n+ 1)an 4 1x" =2, _,2a,-1x"

n=1
— Identification : a; =0, etpourn=1:(n+1)a,,+1 = 2a,_;.
— Avec ap =1 : les coefficients d’indice impair sont tous nuls ; et
a _ 2ap _ ay
kt27 2k +2  k+1°

— Par récurrence : ay =

k!

. 2 2 . .
— Solution : y =, (4= = e*, de rayon infini.

— Vérification directe : (e"2>’ =2xe* v et vi0)=1v

— Intéret de la méthode : elle fonctionne méme quand la solution n’est pas exprimable
avec les fonctions usuelles (équations d’Airy, de Bessel).

7 2 . .
Réponse. y = ¥, de rayon infini.

Correction de l'exercice 9 - Comportement au bord

— Rayon:‘a”a”‘: n-rll-l —1,doncR = 1.
n

— En x =1 : la série est zl, harmonique : elle diverge.

(-n"

— En x = —1 :la série est > ~—

(vers —1n?2).

— Conclusion : le comportement au bord peut différer d’un point a ’autre du cercle de
convergence — le rayon ne dit rien sur ce qui s’y passe.

— Somme : pour |x| < 1, la série vaut —In (1 — x) ; en x = —1 on retrouve bien —1n2 v
— Cohérence : —In(1 — x) - +x quand x = 1 , ce qui explique la divergence en 1.

, alternée vérifiant le critere spécial : elle converge

Réponse. Diverge en x = 1 (harmonique), converge en x = —1 (alternée).
Correction de I'’exercice 10 - Produit de Cauchy de séries entieres

n
C’est le produit de Cauchy de 2% (rayon «) et > x" (rayon 1).

— Le coefficient d’ordre n du produit vaut
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S 1 S 1
= 2R 2

— Développement : - e_XX =2 .0 (EZ o %)x", de rayon R = 1 (le minimum des deux).

— Premiers coefficients : 1, 2, 2,5, 2,66, 2,708... — ils tendent vers e = 2,71828.
— Controle: c; =1+ 1 =2; et en développant <1 +x+ X >(1 + x + x?), le coefficient de

xestbhienl+1=2v

— Interprétation combinatoire : n! c, est le nombre d’arrangements de
sous-ensembles d'un ensemble a n éléments.

Réponse. n= L)x" de rayon 1.
n=0 k=0 k!

Correction de I'exercice 11 - Développement en série entiere d’une
composée

Astuce de factorisation : 1 + x + x pour x = 1.

2_1-x3
1

— Donc pour |x| <1 :

f)=In(1-x*)=In(1 -x)

n
— Développements connus : In(1 —t) = —En - %
3n n
foo== 2 X+ 2 5
n=1 n=1
_ L 1 _3__2
Coefficients : celui de x™ vaut = si 3 { m, et Ty = "y si3|m
— Rayon : R =1.
2 4
— Controle : f(x)—x+x2 2T+XT+ .; par ailleurs In (1 + u) avec u = x + x> donne
2 3 3 2 3
_ut L u” 2o x242x° X3 x®_2x8
u 5 + 3 X+ X 2 + 3 X + 5 3
Réponse. f(x) = > _ X7 =323 m XL R=1.

Correction de I'’exercice 12 - Rayons de séries lacunaires

a) Avec u = x2:> 2"u" converge si et seulement si |u| < +. Donc la série converge pour
1.
V2

1

V2

2
b) Pour |x| < 1, |x|" = |x|" : convergence. Pour |x| = 1, le terme général ne tend pas vers
0. Donc R = 1.

|x| < = et diverge grossierement pour |x| >

ﬁ

. . ok k
c) Les termes pairs x?* sont bornés pour |x| = 1 ; les termes impairs 2"x?¢*! = x(2x?)

sont bornés si et seulement si |x| < % La suite (a,x") est donc bornée pour |x| < % et
non bornée pour |x| > -L : R = -L (lemme d’Abel).
pour |x| J— 77 ¢ )
Réponse.a) R=-L;b)R=1;c)R=-L.
p ) Yol ) ) ol
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Correction de l’exercice 13 - Le binome généralisé

GZ:1| —la=nl _ 4. par d’Alembert, R = 1.

a)a,#0et ]

b) g(x) = f)(1 + x) " vérifie g = (1 +x) (1 +x)f —af) = 0 et g(0) = ap = 1, donc
) = (1 +x)°%

A gl o2 0P 1 2D g
C) V(ical—%.a;—j,cu— 5 = —g A3 = A2 = o,
_3hed s
24 128 °
2 3 4
M+rx=1+X_X 4 X _ 35X
1+X—1+2 8+16 128+
Réponse. R = 1, somme (1 +x); /T +x =1+ X - X 4 20 _ 5 4 ..

Correction de I’exercice 14 - Développement de I’arc sinus

1/2 1.3..2n-1 -
a) Bindme généralisé avec a = —% : ( )( )" 2 o = 4(,1("?;2 (en complétant
: n!

le produit des impairs par les pairs).

2n
2)_1/2=E ( )

n=0 gyn

b) arcsin’(x) = (1 — x
1-1,1[ (arcsin0 = 0) :

x2n (rayon 1), et 'on integre terme a terme sur

()
n x2n+1 R=1

7

arcsinx =
ngo 4"(2n + 1)

c) arcsinx = x + X6 + 1’6 +---.Enx=+:0,5+0,02083 + 0,00234 = 0,52317, contre
% = 0,52360 (les termes suivants comblent I’écart).

()
szn-f—l R_l X+X +3X + .

Réponse. arcsinx =
p 2 4”(2n +1) 6 40

Correction de I’exercice 15 - Synthese : somme et valeur remarquable

— (0, donc R = +o=,

a)‘an+1‘=(n+1)!= 1
an (n+2)! n+2

b) Astuce : on multiplie par x pour reconstituer I’exponentielle.
X +1
xS(x = XU o ex
0= ,,20 (n+1D)! mE

ex—l_

— Donc pour x # 0 : S(x) = <

e -1
X

— En0:5(0) = % = 1, ce qui est bien la limite de — la fonction se prolonge par
continuité, comme le garantit la série entiere.

— Valeur demandée : S(1)=e—-1 = 1,71828.
— Controle numérique : 1 + 11,1, 1 o 1,71667, et le terme suivant vaut

. 26 24 120
750 = 0,00139 v
— Ce que I’exercice illustre : multiplier ou diviser par une puissance de x est le geste
standard pour décaler les indices et se ramener a un développement connu.
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Réponse. a) R = +o - b) S() = & —LetS(1) =e— 1.
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