Chapitre 15 - Séries entiéres 1

Plaquette 4 - Sommes de séries entieres et
fonctions génératrices en dénombrement
Séries entieres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Sommes de référence (|x| < 1) :

n_ 1 n+p n_ 1 2n n_ 1 1
et B o S mtm (<)

o 2’nzon(n - 1)"'(11 —-p+ 1)>r<l_’: = xPeX,
Produit de Cauchy et dénombrement. Sic, = >, _ axb,_, alors C = AB; si

= Ek (Z)akbn _x C’est le produit des séries génératrices exponentielles.

i 9 o2
Racines de l'unité. Avec j = e%#/3 ; 19 +f(p§) U > azk

AN J

Correction de I'exercice 1 - Une somme par décomposition

n+1 1 1—
a)En>on+1 —In(1—x), donc2n+1— n(x X)
n _1_ 1 . n _ 1 In(1 —x)
b)n+1_1 +1'En+lxn_1—x+ X .
_ 1 _1 1 n o In(l-x) )N
C)n(n+1) ﬁ_n+1’et2n21n)_('_1__ X —1,dOU_
X _ In(1-x) _ (1-x)1In(1-x)

La série converge normalement sur [—1, 1] ( ), sa somme est continue en 1 : limite

n(n +1)
1, conforme au télescopage zm =1.
Réponse. > — X =1 4+ (1 =0WA = g6 jimite 1 en x = 1.

nn+1)

Correction de I’exercice 2 - Polynome en n fois exponentielle

nn—1)x" _ n-2 no_
a)ET_XZEnzz(nX_iz)!_xzexetEnnL!_xex'
b) (x? + x)eX + xeX+ eX = (x + 1)Zex.
c)Enx=1:

n? +n+l_ 4

n! ©

n=0
PourP(X—n)—— EX?) = -12—_e-1-2e=2.

Réponse. Ew =(x+1)%*;en1:4e; EX?) = 2.

Correction de l'exercice 3 - Extraire un terme sur trois

a)Si3|n,j"=1.Sinonj"=1letl+)"+j"=-—"L_=0.
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Chapitre 15 - Séries entiéres 2

. .2 .n .2n
eX+eX+e X _ L+ +j7 X _ x3k c_ 13
b) &+ te =>. 3 n—!—Ek(3k)!.AveCJ— 5 +i2 et

Il
.

eX + e/ = 2ReeX = 2e""zcos@

e+2e'1/2005§ 1
C) 3 =~ 1,16806 (=1 + +79 1 ).
X -x/2
Réponse. >, X (3k)' =& +2e T (J—X/z) ;enl:=~1,16806.

Correction de I’exercice 4 - Série logarithmique trigonométrique

a)>, _,cos(nO)x""1=Re> _ e"x""!= Re
_io .

e’9’ et en multipliant par le conjugué

1 - xe
e —x __ cosf—x
1—-2xcosO+x* 1—2xcosB + x>

b) La dérivée de ——ln (1 — 2xcos 6 + x?) est la méme fonction, et les deux valent 0 en
x = 0.

C)Enzl%mm:—%ln(Z—ZcosQ):—1n(251n )Pour@—H EM —Inl=0.

Réponse. EMX” = —%ln(l —2xcos@+x?);enx=1:-1n(2 sin%).

Correction de I'’exercice 5 - Récurrence linéaire par série génératrice

n+2

a) Par récurrence, |u,| < 4", donc le rayon est = . On multiplie la récurrence par x et

I'on somme :
U(x) — x = 3xU(x) — 2x*U(x)

b) a= X)E‘l —20 = 1 _12X — 7 lx (vérifier en réduisant au méme dénominateur), d’ou
=2"—-1.

C)UO=0,U1=1,u2=3'1—0=3=22—1'u3=9—2=7=23—1 v

Reéponse. U(x) = W, =2"—-1.

Correction de I’exercice 6 - Les nombres de Catalan

a) Par récurrence forte, ¢y < 4k pour k < n donne seulement ¢, ,; < (n + 1)4" ; on montre
plutét ¢, = <2nn> < 4" (c’est le nombre de chemins de Dyck, inclus dans celui des chemins

de longueur 2n). Le rayon est donc = 411' et le produit de Cauchy donne Cc* = > cny1Xh,
d'ot xC* = C — 1.

b) Pour x #0, C = 1+v1-—4dx ; seul le signe — donne une limite finie (cy = 1) en 0.

2x
)1-V1—-4x =2 _ 1%<2n”__12>x", donc
_ 1/2n—2\ n-1 __1 2n
e =3 (00 ema(W)

Premiers termes : 1,1,2,5,14,42.

Réponse. C(x) = L1 =% g ¢, = ﬁ(i”) (1,1,2,5,14,42, ...).
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Correction de I’exercice 7 - Dérangements

a) Une permutation dont I’ensemble des points fixes a n — k éléments se décrit par le

choix de ces points (( n k) = (Z) facons) et un dérangement des k autres.
n —

b) d, = n! assure un rayon = 1. a) est un produit de Cauchy de séries exponentielles :

> <Ek'><2dkk'> soit 15 = e'DK)

k
¢) D(x) = £, produit de Cauchy de 2( 1) X et > x": % =D =n (_kl,) — e~ !, Ainsi
d4—24(1—1+% (13+ﬂ)—9

—x 1k
Réponse. D(x) = ﬁ, d,=n! Ek < ( kl,) , proportion — % (dy =9).

Correction de I'exercice 8 - Les nombres de Bell
a)b1=1,b2=2,b3=5,b4=15,b5=52.
b) B(x) = Dby 1;‘1—? et e’B(x) =2, (Ek (Z)bk>’r‘l—7 (produit de séries exponentielles) :

égalité par la récurrence.
c) (B e‘ex>’ =0 et B(0) =1, donc B = e® 1. Puis

n . n
‘i—=%§%2kn’f

e—1

= M

1
G

2

Réponse. b, : 1,1,2,5,15,52 ; B(x) = eex—1 ;bp=1 i_':

CDli—‘

et le coefficient de Pa donne b,

Correction de I'exercice 9 - Rendre la monnaie

a) Le produit (E xa) (Ex%) (Ex“) a pour coefficient de x" le nombre de triplets (a, b, ¢)
avec
a+2b+5c=n

b)c=0:be{0,.. 5}, 6fagcons;c=1:a+2b=5,be€ {0,1,2},3fagons;c=2:1
fagon. Total p,, = 10.

c) Les solutions de a + 2b = n correspondent a b € {0, ...,[n/2]} : [%J + 1 facons,

coefficient de x" dans ——L—.
(1 =x)(1=x9)
1

(1 =x)(1 —x2)(1 - x5

Réponse. Série génératrice ; Pp=10;aveclet?2: [%J + 1.

Correction de I’exercice 10 - Valeurs numériques de séries par les dérivées

a) > nx"=

bD)(n+1)=m+2)(n+1)—(+1), et S(n+2)n+ 1)x" = 5 2 ek Sn+1)x"=—1
— X

1-x°
e 2= =X _ 14x
2+ 1-x° (1-x°

X =1.1/3 _
(1_x)2,enx— 3°4/9

.4>|oo

_1.3/2 _
Enx-i.—1/8—12.
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Chapitre 15 - Séries entiéres 4

x(1 + 4x + x?)
(1-x"*

1. %(1+2+%) = 26.

2 1/16
Réponse. a) 3 ; b) 12 ; ¢) 26.

c) Vérification : =x(1+4x+ )1 +4x+)=x+8x2+--et22=8v.En

Correction de l'exercice 11 - Coefficients binomiaux centraux

a)(1—4x)_1/2=2( 1/2>( 2" et( 1/2>( 4)" = 1.3..2n 4n=(2n)!.

n! (Tl!)2

b)X=%:

2 <2”n> __ 1 =2

n=0 8n ]_ — %
c) Le carre de i vaut 7 = > 4"x" ; le produit de Cauchy donne I'identité.
Réponse. E<2nn >x” =(1- 4><)_1/2 ; 2<2nn>8_” =2 ; convolution = 4".

Correction de I'exercice 12 - Mots binaires sans deux 1 consécutifs

a) Un mot de longueur n + 2 commence par 0 (suivi d’'un mot valide de longueur n + 1) ou
par 10 (suivi d’'un mot valide de longueur n).
b) En sommant la récurrence : A(x) — 1 — 2x = x(A(x) — 1) + x?A(x), d’ou

Alx) = —LtXx

1—x—x?
c) a, = F, ., (Fibonacci, F,=0,F,=1):1,2,3,5,8, ..., et a;g = F1, = 144. Par la formule
n+2
de Binet, a, ~ (pﬁ avec @ = 1 +2J§
Réponse. A(x) = ﬁ = F, 12, @10 = 144.

Correction de I’exercice 13 - Suites récurrentes non homogenes

2

a) D, oUn+ X" Tl =2xDupx+ 2 nx" et Y nx' T = X

(1-x%
b)(1-2x)U=1+ X s = 1-2x+ gxz. Décomposition :
(1-x) (1-x)
UG) = 25— ——1

1 - 2x (1—X)2

20 -0~ (1 =20 _ _1-2x+22
(1 =—x)%1 = 2x) (1 —x)%(1 = 2x)

c)un=2n+1—(n+1)-u1=2(=2-1+0/),u2=5(=2-2+1 v),uz=12(=2-5+2 v).

Réponse. U(x) = T _2x - a _1X)2, u, = on+1

(vérification :

-n-—1.

Correction de I'’exercice 14 - Nombre de solutions entieres d’une équation

a) a apporte le facteur 1 + x + x2, b et ¢ chacun ﬁ
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b) ﬁ = > (n+ 1)x", donc pourn = 2 :
— X

s,=(n+1)+n+(n-1)=3n

c)n=3:a=0donne 4 couples (b,c)avecb+c=3;a=1:3;a=2:2.Total 9=3x%x3
v.

, 2
Réponse. D s,x" = 12X+ X° g — 35 pour n = 2.

1-x*"
Correction de I’exercice 15 - Synthese : les nombres de Bernoulli

a) Le coefficient de x**! du produit vaut EZ T By, il vaut 1 pour n = 0 (d’ou

F1-K!"’
By =1) et 0 pour n = 1. On multiplie par (n + 1)!.
b)n=1:1+231=O,B1=—%.n=2:1—%+3B2=O,Bz=%.n=3:
1-2+1+4B3=0,B3=0.n=4:1-3+3+5B, =0, soit

1
By = —=5=

4730

X X —_x.e+1
Vo1 t2=2 -1
changent de signe). Une fonction paire a des coefficients impairs nuls : By, ;1 = 0 pour

k =1 (le terme % compense exactement Bx).

et changer x en —x laisse invariant (numérateur et dénominateur

Réponse. B, =1, B| = —%, B, = % B3;=0,B; = —31—0, et Box+1=0pourk=1.
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