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Plaquette 3 - Développements en série
entiere : opérations et équations différentielles

Séries entieres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Pour développer une fonction en série entiere (DSE), on se ramene aux
développements usuels par opérations : somme, produit de Cauchy, substitution

x + ax¥, dérivation et intégration terme a terme (méme rayon), décomposition en
éléments simples, passage par ’exponentielle complexe. Quand la fonction vérifie une
équation différentielle linéaire, on cherche une solution Eanx”, on obtient une
relation de récurrence sur les a,, on la résout et on calcule le rayon ; l'unicité de la
solution du probléme de Cauchy identifie la somme. Attention : une fonction C” n’est
pas toujours développable.

Exercice 1 - Une fraction a coefficients périodiques

a) Montrer que 1 = X

]_ —
14+x+x2 1-x83
b) En déduire le DSE de % et son rayon.
1+x+x

1
14 x4+ x?

pour x # 1.

c) Calculer la dérivée 100-ieme de en 0.

Exercice 2 - Argument tangente hyperbolique et calcul de In 2

a) Développer In% en série entiere sur ] — 1, 1[.

b) Quelle valeur de x donne In2 ? Majorer le reste apres N termes.
c) Calculer In2 avec quatre termes et comparer.

Exercice 3 - Exponentielle fois cosinus

a) Ecrire eXcosx = Ree! * )X et en déduire le DSE de e*cos x.
b) Simplifier le coefficient de x" a I'aide de 1 +i =2 e™/%,

c) Pour quels n ce coefficient est-il nul ? Vérifier sur le terme en x? par un produit
de Cauchy.

Vs
-

Exercice 4 - Puissances de fonctions trigonométriques

a) Développer cos?x en série entiére (linéariser).

3sinx — sin3><)

, .. 3 ;. N N .. 3
b) Développer sin” x en série entiere (utiliser sin” x = 7
e 3 _gin3
c¢) En déduire lim, _ o X=X,
X

Ve
-

Exercice 5 - Puissances négatives de 1 — x

a) En dérivant deux fois ﬁ = > x", développer a

5.
- X)
b) Retrouver ce résultat par le binome généralisé.
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c) Interpréter <n ; 2> comme le nombre de solutions de a + b + ¢ = n dans N.

AN J

Exercice 6 - Sinus intégral

Soit Si(x) = [, St dt.

a) Développer SlTnt (prolongée par 1 en 0) en série entiere.
b) En déduire le DSE de Si et son rayon.
c) Calculer Si(1) a 107* pres en justifiant le nombre de termes.

Exercice 7 - Développement par une équation différentielle

Soit flx) = 71;‘38_71% sur1—1,1[.
— X

a) Montrer que f est impaire et vérifie (1 — xz)f(x) - xf(x) =1, f(0) =0.
b) Chercher une solution impaire > as; . 1x2*1 : établira; = 1 et
(2k + 3)azk 43 = (2k + 2)az 4+ 1.

akk1)?

@kt DT le rayon, et conclure que f est développable.

c) En déduire a5 ;1 =

Exercice 8 - Une équation différentielle et la gaussienne

On considere y" +xy +y =0, y(0) =1, y(0) = 0.

a) Chercher y = > a,x": établir a, ., = — nﬁ-nz
b) En déduire a, et a4 1, et le rayon.
c) Identifier la somme et vérifier.
. J

Exercice 9 - La fonction de Bessel d’ordre zéro

On cherche les solutions développables de xy” + y + xy = 0 avec y(0) = 1.

a) Etablir la relation (n + 1)2a,14r 1+a,_1=0pourn=1eta; =0.
(=D*
4*(k)?
c) Donner une valeur approchée de J,(1) = > ag.

b) En déduire a,; = et le rayon.

Exercice 10 - Premiers coefficients de la tangente

On admet que tan est développable en série entiere sur ]—% [ :
tanx = >, _  tox+1x*L
a) A l'aide de tan’ = 1 + tan®, établir (2k + 3)tax 43 = >, +j=rbaitityens

b) Calculer tl, t3, t5, t7.
c) Controler numériquement en x = 0,3.

N
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Exercice 11 - Une fonction lisse non développable

Soit fix) = e~1/** pour x = 0 et f(0) = 0.

1

a) Montrer par récurrence que pour x # 0, £ (x) = Pn(7>e‘1 /x* avec P, polyndéme.

b) En déduire que fest C” et que f““(O) = 0 pour tout n.
c) Conclure : f est-elle développable en série entiere en 0 ?

& J
Exercice 12 - Décomposition en éléments simples
Soit fix) = 1

x> —3x+2
a) Décomposer f en éléments simples.
b) En déduire le DSE de fen 0 et son rayon.
c) Calculer f1(0).

Ve
-

Exercice 13 - Intégrale de la gaussienne en série

Soit E(x) = [,e~* dt.
a) Donner le DSE de E et son rayon.

b) Calculer E(1) a 1073 pres.
c) Pourquoi cette méthode est-elle mauvaise pour E(5) ?

-
-

Exercice 14 - Cosinus hyperbolique fois cosinus

a) Montrer que chxcosx = Rech((1 + i)x) pour x réel.

="
m= 0 (&m)! xim

c) Vérifier le terme en x* par produit de Cauchy.

b) En déduire que chxcosx = >,

Exercice 15 - Synthése : carré de I’arc sinus et une série remarquable

— arcsinx _ 44k k41 _
On reprend f(x) 2 D=0 ( X sur ] -1, 1[.

1—x2 2k + 1!

a) Montrer que %(arcsin x)2 = 2f(x).

b) En déduire (arcsinx)® = %En =1

2
c) En déduire >, _ —L1 =1L
n=1 nz(Znn> 18

d) Vérifier numériquement avec trois termes.
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