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Plaquette 2 - Rayon de convergence :
méthodes de calcul et propriétés

Séries entieres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Le rayon de convergence R de > a,x" est la borne supérieure des r = 0 tels que
(a,r™) soit bornée. Pour le calculer : regle de d’Alembert appliquée a la série
numeérique 2 |a,x"| (factorielles, puissances), comparaison des coefficients (

|a,| = |bn| = Ry = Ry, et a, ~ b, = R, = R,), bornitude directe de (a,r"") quand les
coefficients sont irréguliers (lacunes, parité, nombres premiers). On utilise ensuite les
régles sur la somme, le produit de Cauchy, la dérivée, et ’on étudie séparément le
bord |x| = R.

Exercice 1 - Rayons par la regle de d’Alembert

Déterminer le rayon de convergence de :
a) Eg_’;xn ;
b) E < Znn >Xn ;

c)D, X:I .
()

Exercice 2 - Rayon par équivalent et étude au bord

Soit a, = n'/"—1 pour n = 1.

Vs

a) Montrer que a, ~ 1B, et en déduire le rayon de > a,x".

b) Etudier la convergence en x = 1.
c) Etudier la convergence en x = —1 (on admettra que (a,) décroit a partir du rang
3).

Ve
-

Exercice 3 - Coefficients irréguliers

Déterminer le rayon de convergence de :

p.
a) Ep premierx ’

b) En - 1d(n)x", ou d(n) est le nombre de diviseurs de n ;

C)Exin

2+ =DH"
AN J

Exercice 4 - Démonstration du lemme d’Abel

Soit r > 0 tel que |a,|r" = M pour tout n.

n
X
a) Pour |x| < r, montrer que |a,x"| = M<¥> .

b) En déduire la convergence absolue de D, a,x", et méme sa convergence normale
sur {|x| = p} pourp<r.
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L c) En déduire que si > a,x converge, alors R = |x|.

Exercice 5 - Rayon de la série dérivée

Soit > a,x" de rayon R.
a) Montrer que R(E nanx”) <R.

n
X N
b) Pour |x| < r < R, montrer que n|a,||x|" = n<¥> |a,|r" tend vers 0, et conclure a
’égalité des rayons.
an n+1
n+1x

c) En déduire le rayon de D,

Vs
-

Exercice 6 - Rayon d’une somme

Soient Y a,x" et > b,x" de rayons R, et R,
a) Montrer que R(a + b) = min (R, Rp).
b) Si R, < R}, montrer que R(a + b) = R,.
c) Donner un exemple ou R, =R, =1 et R(a + b) = 2.

Vs
-

Exercice 7 - Rayon d’un produit de Cauchy

a) Montrer que le produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayons R,, R, a un
rayon = min (R, Rp), et que sa somme est le produit des sommes sur ce disque.

b) Calculer le produit de Cauchy de 1 — x (polynéme) par Ex”. Que dire du rayon ?
c) Calculer le produit de Cauchy de D, x" par elle-méme et de E’r‘l—’: par D, x"

(premiers coefficients).
. J

Exercice 8 - Carrés des coefficients et séries paires

Soit >, a,x" de rayon R € 10, +oo[.

a) Montrer que > ax" a pour rayon R”.

b) Montrer que >, a,x*" a pour rayon VR.

X2n Xn
o et de g
G J

Exercice 9 - Coefficients trigonométriques

Soit 6 € R et a,, = cos (nh).
a) Montrer que (cos(n60)) ne tend pas vers 0 (utiliser cos(2nf) = 2 cos?(n6) — 1).
b) En déduire que Zcos (n@)x™ a pour rayon 1 et diverge en x = £1.
c) Calculer sa somme pour |x| < 1.

c) Application : rayons de >,

Exercice 10 - Rayon par la racine n-ieme

Déterminer le rayon de convergence de :

a3 (1+1) %
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b3 (527) "
C)Z—(h’l‘n)n-

- J

Exercice 11 - Cas extrémes
Déterminer le rayon de convergence de :
a) > n!x";
Xn
b) EW ;

c) E n’x" pour a € R, et étudier le bord selon a.

Exercice 12 - Comportement au bord : dériver peut détruire la convergence

Soit flx) = 3, ; X3

a) Montrer que la série converge normalement sur [—1, 1].
b) Etudier la série dérivéeen x =1 et x = —1.
c) Etudier la série dérivée seconde en x = —1.

Exercice 13 - Rayon d’une série définie par une récurrence

Soitag=1eta, 1= %an.

a) Déterminer le rayon de D, a,x".
b) Montrer que a, = <2nn>_

n+3
2n+5b”'
N\ J

Exercice 14 - Coefficients encadrés

Soit (a,) telle que # <a,=<n3pourn=1.

c) Méme question pour bg=1, b, =

a) Déterminer le rayon de Eanx”.
b) Peut-on avoir 27" < |a,| = 37" pour tout n = 1 ? Que dire du rayon si
37 "< |ay| =27"?

c¢) Que peut-on dire du rayon si seulement |a,| =27" ?

Exercice 15 - Synthése : nombres harmoniques

Soit Hy =3, _ L etS(x) =3, Hux".

n=1
a) Déterminer le rayon de convergence (utiliser H,, ~ Inn).
b) Montrer que S est le produit de Cauchy de >, __ x"etde >, _, XTH et en déduire

S(x) = — lnil_—xx) .

c) Etudier la convergence en x = *1.
d) En déduire S, _, Hn

nz1on:

n=0
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