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Plaquette 2 – Rayon de convergence :
méthodes de calcul et propriétés

Séries entières — Prépa MP / MPI (2ᵉ année)
Exercices

Méthode

Le rayon de convergence R de ∑anxn est la borne supérieure des r ≥ 0 tels que
(anrn) soit bornée. Pour le calculer : règle de d’Alembert appliquée à la série
numérique ∑ |anxn| (factorielles, puissances), comparaison des coefficients (
|an| ≤ |bn| ⇒ Ra ≥ Rb, et an ∼ bn ⇒ Ra = Rb), bornitude directe de (anrn) quand les
coefficients sont irréguliers (lacunes, parité, nombres premiers). On utilise ensuite les
règles sur la somme, le produit de Cauchy, la dérivée, et l’on étudie séparément le
bord |x| = R.

Exercice 1 – Rayons par la règle de d’Alembert

Déterminer le rayon de convergence de :

a) ∑ nn

n!x
n ;

b) ∑ 2n
n xn ;

c) ∑ xn
2n
n

.

Exercice 2 – Rayon par équivalent et étude au bord

Soit an = n1 / n − 1 pour n ≥ 1.

a) Montrer que an ∼ lnn
n , et en déduire le rayon de ∑anxn.

b) Étudier la convergence en x = 1.
c) Étudier la convergence en x = −1 (on admettra que (an) décroît à partir du rang
3).

Exercice 3 – Coefficients irréguliers

Déterminer le rayon de convergence de :
a) ∑p premierx

p ;
b) ∑n ≥ 1d(n)xn, où d(n) est le nombre de diviseurs de n ;
c) ∑ xn

(2 + (−1)n)n
.

Exercice 4 – Démonstration du lemme d’Abel

Soit r > 0 tel que |an|rn ≤ M pour tout n.

a) Pour |x| < r, montrer que |anxn| ≤ M |x|
r

n
.

b) En déduire la convergence absolue de ∑anxn, et même sa convergence normale
sur {|x| ≤ ρ} pour ρ < r.
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c) En déduire que si ∑anxn0 converge, alors R ≥ |x0|.

Exercice 5 – Rayon de la série dérivée

Soit ∑anxn de rayon R.

a) Montrer que R ∑nanxn ≤ R.

b) Pour |x| < r < R, montrer que n|an||x|
n = n |x|

r
n
|an|rn tend vers 0, et conclure à

l’égalité des rayons.
c) En déduire le rayon de ∑ an

n+ 1x
n+ 1.

Exercice 6 – Rayon d’une somme

Soient ∑anxn et ∑bnxn de rayons Ra et Rb.
a) Montrer que R(a+ b) ≥ min (Ra,Rb).
b) Si Ra < Rb, montrer que R(a+ b) = Ra.
c) Donner un exemple où Ra = Rb = 1 et R(a+ b) = 2.

Exercice 7 – Rayon d’un produit de Cauchy

a) Montrer que le produit de Cauchy de deux séries entières de rayons Ra, Rb a un
rayon ≥ min (Ra,Rb), et que sa somme est le produit des sommes sur ce disque.
b) Calculer le produit de Cauchy de 1 − x (polynôme) par ∑xn. Que dire du rayon ?
c) Calculer le produit de Cauchy de ∑xn par elle-même et de ∑ xn

n! par ∑xn

(premiers coefficients).

Exercice 8 – Carrés des coefficients et séries paires

Soit ∑anxn de rayon R ∈ ]0,+∞[.

a) Montrer que ∑a2
nxn a pour rayon R2.

b) Montrer que ∑anx2n a pour rayon R .
c) Application : rayons de ∑ x2n

4n et de ∑ xn
n24n .

Exercice 9 – Coefficients trigonométriques

Soit θ ∈ ℝ et an = cos (nθ).
a) Montrer que ( cos (nθ)) ne tend pas vers 0 (utiliser cos (2nθ) = 2cos2 (nθ) − 1).
b) En déduire que ∑cos (nθ)xn a pour rayon 1 et diverge en x = ±1.
c) Calculer sa somme pour |x| < 1.

Exercice 10 – Rayon par la racine n-ième

Déterminer le rayon de convergence de :

a) ∑ 1 + 1
n

n2

xn ;
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b) ∑ n
n+ 1

n2

xn ;

c) ∑ xn
( lnn)n

.

Exercice 11 – Cas extrêmes

Déterminer le rayon de convergence de :
a) ∑n!xn ;
b) ∑ xn

nn  ;

c) ∑nαxn pour α ∈ ℝ, et étudier le bord selon α.

Exercice 12 – Comportement au bord : dériver peut détruire la convergence

Soit f(x) = ∑n ≥ 1
xn
n2 .

a) Montrer que la série converge normalement sur [−1, 1].
b) Étudier la série dérivée en x = 1 et x = −1.
c) Étudier la série dérivée seconde en x = −1.

Exercice 13 – Rayon d’une série définie par une récurrence

Soit a0 = 1 et an+ 1 = 2(2n+ 1)
n+ 1 an.

a) Déterminer le rayon de ∑anxn.

b) Montrer que an = 2n
n .

c) Même question pour b0 = 1, bn+ 1 = n+ 3
2n+ 5bn.

Exercice 14 – Coefficients encadrés

Soit (an) telle que 1
n2 ≤ an ≤ n3 pour n ≥ 1.

a) Déterminer le rayon de ∑anxn.
b) Peut-on avoir 2−n ≤ |an| ≤ 3−n pour tout n ≥ 1 ? Que dire du rayon si
3−n ≤ |an| ≤ 2−n ?
c) Que peut-on dire du rayon si seulement |an| ≤ 2−n ?

Exercice 15 – Synthèse : nombres harmoniques

Soit Hn = ∑n
k = 1

1
k et S(x) = ∑n ≥ 1Hnxn.

a) Déterminer le rayon de convergence (utiliser Hn ∼ lnn).
b) Montrer que S est le produit de Cauchy de ∑n ≥ 0x

n et de ∑n ≥ 1
xn
n , et en déduire

S(x) = − ln (1 − x)
1 − x .

c) Étudier la convergence en x = ±1.
d) En déduire ∑n ≥ 1

Hn
2n .


