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Plaquette 4 - Sommes de séries entieres et
fonctions génératrices en dénombrement

Séries entieres — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Pour calculer la somme de > a,x", on reconnait une série usuelle aprés
décomposition de a,, (fraction rationnelle en n décomposée en éléments simples,
polynéme en n écrit dans la base 1,n,n(n — 1), ...), puis on dérive ou intégre terme a
terme ; les racines de l'unité isolent les termes n =r (mod p). En dénombrement,
on associe a une suite (u,) sa série génératrice >, u,x" (ou exponentielle Eunz—?) : une
récurrence linéaire ou une convolution devient une équation algébrique ou
différentielle sur la somme, qu’'on résout avant de redévelopper pour obtenir u,,.

Exercice 1 - Une somme par décomposition

a) Calculer2n>0n+1 pourx € 1—1,1[, x # 0.

b) En déduire En =0 mxn.

c) Calculer En - n(nxijtl) puis sa valeur en x = 1 par continuité.

Exercice 2 - Polynome en n fois exponentielle

= (x* + x)eX (écrire n®> = n(n — 1) + n).

a) Montrer que >,

n=0 nl

b) Calculer >, _, ”+n—’,’+1x”.

L1 2 . . .
c) En déduire En =0 "“Lni’,’” et I’espérance de x? pour X de loi de Poisson de
parametre 1.

- J
Exercice 3 - Extraire un terme sur trois
Soit j = e?i1/3,
a) Montrer que 1 +;" +j°" vaut 3 si 3 | n et 0 sinon.
/2 J—x
P X3k_e+2e" cos =22
b) En déduire >, _, B30T = 3
c) Donner Ek >0 (317), numériquement.
- J

Exercice 4 - Série logarithmique trigonométrique

Soit 6 € 10, [ et S(x) =, _ lwx pour |x| <1.

(y) — n-1_ cosf —x
a) Montrer que S'(x) = >, _, cos (nf)x T

b) En déduire S(x) = —%In(l —2xcos6 + xz).

> 7(30%"9 et la

c) Que donne x = 1 formellement ? (On admettra la convergence de
continuité en 1.)
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Exercice 5 - Récurrence linéaire par série génératrice

Soitug=0,u;=1etu,;,=3uU,s1— 2u,.
a) Montrer que U(x) = E u,x" vérifie (1 — 3x + 2x?)U(x) = x (en admettant un rayon
> 0, justifié par |u,| < 4").

b) Décomposer en éléments simples et en déduire u,,.

X
(1-x)(1-2x)
c) Vérifier sur les premiers termes.

Vs
-

Exercice 6 - Les nhombres de Catalan

Soitco=1letc,,q = EZ _0CkCn—k, €t C(x) = X cpX™
a) En admettant c, < 4" (interprétation par les chemins), montrer que
xC(x)* = C(x) +1 = 0 pour |x| < 1.
b) En déduire C(x) = 1-vl-—dx “21)(_4" (choix du signe par continuité en 0).

c)Avec 1 —4x =1 — 22n21%<2n" _12>x”, en déduire ¢, = n11<2nn>-

Vs
-

Exercice 7 - Dérangements

Soit d,, le nombre de permutations de {1, ...,n} sans point fixe (dg = 1).
a) Montrer que n! = 2: -0 (Z)dk (classer selon I’ensemble des points fixes).

b) Avec D(x) = Edn;;—r:, en déduire e*D(x) = ﬁ pour |x| < 1.

k
c) En déduire d,, = ’”2::0%' et % -1

Vs
-

Exercice 8 - Les nhombres de Bell

Le nombre b, de partitions d’'un ensemble a n éléments vérifie by = 1 et
n n
bpiq = 2k=0(k>bk'
a) Calculer by, ..., bs.
b) Avec B(x) = Ebn;‘]—? (on admet un rayon > 0), montrer que B'(x) = e*B(x).

c¢) En déduire B(x) = €® ~! et la formule b, = %Ek _ Olli—r; (formule de Dobinski,
admettre l'interversion).

Ve
-

Exercice 9 - Rendre la monnaie

On note p, le nombre de facons de payer n euros avec des pieces de 1, 2 et 5 euros
(ordre indifférent).

_ 1
(1= =x*)(1 =x%
b) Calculer p,, en comptant directement.

a) Montrer que >, . ,P,X" pour |x| < 1.

c) Combien de facons de payer n avec seulement des pieces de 1 et 2 ?

Vs
-
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Exercice 10 - Valeurs numériques de séries par les dérivées

a) Calculer >, n

n=1 ?
2n_ 1+x s (n+1)°
b) Montrer que >, _,(n+1)°x" = Qs et en déduire >, _ 0
3 2y o,
c) Calculer >, _ 0% (on admet > n3x" = %, a vérifier sur le terme en x?).
- — X
g J

Exercice 11 - Coefficients binomiaux centraux

2n 1 1 s T
a) Montrer que En 0< >x” = ——— pour |x| < + (bindme genéralisé avec
=0\ n J1 —4x 4

a=-1)

5)-

/ . 2n -n
b) En déduire >, _ 0< . >8 X
c) Montrer que >, _ 0 (Zkk>(2n - ik> =4"
n —
AN J

Exercice 12 - Mots binaires sans deux 1 consécutifs

Soit a, le nombre de mots de longueur n sur {0, 1} sans deux 1 consécutifs (ay = 1).
a) Montrer que a; =2 et a, ., = a,,1 + a, (discuter le premier caractere).
b) Déterminer la série génératrice A(x) = > ax".
c) Calculer a;( et donner un équivalent de a,,.

Exercice 13 - Suites récurrentes non homogénes

Soitug=1etu,,1 =2u,+npourn=0.

a) Montrer que U(x) = > upx" vérifie Ux) — 1 = 2xU(x) + T x* .

-X)

b) En déduire U(x) = (11 — ?;‘('1" 2"22 % et la décomposer en éléments simples.
— X — X

c) En déduire u, et vérifier sur uq, u,, us.

Exercice 14 - Nombre de solutions entiéres d’une équation

Soit s, le nombre de solutionsdea+b+c=naveca,b,ce Neta=?2.

— 1+x+x*
(1-x?
b) En déduire s, pour n = 2.
c) Vérifier par un dénombrement direct pour n = 3.

a) Montrer que » s,x"

Exercice 15 - Syntheéese : les nombres de Bernoulli

On admet que exx_ 1 (prolongée par 1 en 0) est développable en série entiere au

.. . X — X"
voisinage de 0 : X~ = D oBnT-

m

a) En écrivant x = (ZBH’T‘I—T) (Em o1 %) montrer que By =1 et >, _ 0(” Z 1 )Bk =0

pour n = 1.
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b) Calculer Bl,Bz, B3, B4.

c) Montrer que ex+1 + % est paire, et en déduire By, ;1 = 0 pour k = 1.
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