Chapitre 25 - Séries génératrices 1

Plaquette 1 - Fonction génératrice, moments
et sommes de variables indépendantes
Séries génératrices — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Définition. Pour X a valeurs dans N :

Gx(®) =E(t*) = D P(X =n)t"

n=0

— Le rayon de convergence est = 1 ; Gx est définie au moins sur [—1; 1], avec

Gx(1) =1.
— Unicité : Gx caractérise la loi — deux variables de méme génératrice ont méme
(n)
loi, puisque P(X = n) = GXn—l(O)

Moments. Si Gy est dérivable en 1 (au sens de la limite a gauche) :
E(X) =Gx(1) EXX-1)]=Gx"(1)
V(X) = Gx'(1) + Gx (1) - (Gx (1))
Somme de variables indépendantes. Si X et Y sont indépendantes :
Gx + y(t) = Gx(t) Gy(t)
C’est le résultat central : la convolution des lois devient un simple produit.

Génératrices usuelles.

Loi Gx(t)
B(p) q+pt
B(n, p) (q + pt)"
pt
P(2) et=1
. t(1—t"
Uniforme [1, n]] i)

Somme aléatoire. Si S = X; + ... + Xy avec N indépendante des X; (i.i.d.) :
Gs(t) = Gn(Gx(D))

AN J

Correction de I'exercice 1 - Génératrice d’une loi de Bernoulli

— Définition : Gx(t) = P(X = 0)t° + P(X = 1)t! = q + pt.
— Espérance : Gx'(t) = p, donc EX) =Gx(1)=p v
— Moment factoriel : Gx'(t) = 0, donc E[X(X — 1)] = 0 (logique, X(X — 1) = 0 toujours).
— Variance :
V(X)=0+p-p?=p(l-p)=pq

— Cohérent avec la formule connue v
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Chapitre 25 - Séries génératrices 2

— Controle : Gx(1) =q+ p =1 v — toute génératrice vaut 1 en 1.
— Remarque : Gy est ici un polynome de degré 1, reflet du support fini {0, 1}.

Réponse. Gx(t) =q+pt; E=p, V= pq.
Correction de I'exercice 2 - Génératrice de la loi binomiale

Méthode 1 — calcul direct (binome de Newton).
n n
Gxt = 3 (M)t = > (1)pn'an* = (q+pt)"
K=o \kK K=o \k

Méthode 2 — somme de Bernoulli indépendantes. X = X; + ... + X, avec X; ~ B(p)
indépendantes, donc

n
Gx(® = [] Gx(®) = (a+pt)"
i1
— Moments : Gx'(t) = np(q + pt)”_l, donc E(X) =np v
— Gx’(t) = n(n — 1)p2(q + pt)" ~?, donc E[X(X — 1)] = n(n — 1)p2.
— Variance : n(n - 1)p? + np —n?p? =np(l —p) v

— FElégance : la seconde méthode transforme une convolution en produit — c’est tout
I'intérét des génératrices.

Réponse. Gx(t) = (g + pt)".
Correction de I'exercice 3 - Génératrice de la loi de Poisson
— Calcul :
Gty = >, e—AA th=e > (At) o—Apht = gAt—1)
nz=0 n=0

— Le rayon de convergence est infini.

— Espérance : Gx'(t) = 2e*¢~ D, donc E(X) =

— Moment factoriel : Gy'(t) = 2%~ 1D, donc E[X(X — 1)] = A*
— Variance : 2°+1 —2°=21 v — on retrouve E = V.

— Généralisation 1mmed1ate G (k)(l) = Ak, donc tous les moments factoriels de la loi
de Poisson valent ¥ — un résultat tres difficile a obtenir directement.

Réponse. Gx(t) = et~V E=V =2,

Correction de I’exercice 4 - Génératrice de la loi géométrique

— Calcul :
t
Gx(t) = 2 q t =pt E (qt) 18 t
k=1 k=1 q
valable pour |t| < % (rayon % > 1).
— Dérivée : Gx'(t) = p(1 — qt) +2pqt = p 5
(1-qt) (1-qt)
—1. _ P _1

— Ent=1 .]E(X)—?_ﬁ/

— Dérivée seconde : Gy'(t) = (lzi)y donc E[X(X - 1)] = 24,
—qt p

— Variance :
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2 2g+p-—-1
Voo =241 -1 2atpml_ g
p p p p
— Cohérent avec la valeur du cours v
— Contréle (p=1):E=6etV= 15/% — 30, soit 0 ~ 5,48 v
A = pt_ . = l = i
Reéponse. Gx(t) = T—qt’ E il \Y pz'

Correction de l’exercice 5 - Somme de variables indépendantes

Produit des génératrices (variables indépendantes) :

G+ ¥(t) = Gx(Gy() = €2~ x eHlt =D = gl +iE=D

On reconnait la génératrice de P(A + 11).
Par unicité de la génératrice, X + Y ~ P(A + p).

Comparaison : la preuve directe exigeait un calcul de convolution avec le bindbme de

Newton ; ici trois lignes suffisent.

Méme technique pour la binomiale : (g + pt)"(q + pt)" = (g + pt)" "™, donc
B(n,p) + B(m,p) = B(n+m,p) v

Attention : la formule produit exige 'indépendance.

Réponse. e’ ~Dehlt-1 = g@+m-1)

Correction de l'exercice 6 - Identification d’une loi

3k -2
Réponse. P(X = k) = . pourk=2;X-1~ G(l>.

Vérification préalable : Gx(1) = % =1v

Mise en forme : on factorise le dénominateur,

2 2 n
3t
Gylt) = —Lt___ =t (_)
3t 4 néo 4

4(1-%)

Développement :

n
GX(t) — 2 n3+1tn+2
n=04

3k—2

Enposantk=n+2:]P’(X=k)=ﬁpourk22.
4

Identification : X -1 ~ G(%), carPX—-1=j) = (%)J % avecj=k—-1v

5 isation : 377 _ 1 3V ol =
Controle de normalisation : Ek S5 =4 Em -olz) =2% 4=1v

4k 1 4
_ 2
Espérance : E(X) =1 + S - 5 ; controle par dérivation, Gx'(t) = 2t(4 — 3t) +23t
1/4 (4-3t)
donc Gx'(1) = 2 ‘{ 3 = 5v

k-1 4

Correction de I'exercice 7 - Somme d’un nombre aléatoire de variables

Composition : S = X; + ... + Xy avec X; ~ B(p) i.i.d., indépendantes de N.
Formule : Gs(t) = Gn(Gx(1)).
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Gx(t) = q + pt et Gy(u) = e2®~ D, donc
Gs(t) = eAla+pt—1) — gApt—-1)

puisque g —1 = —p.

Identification : S ~ P(Ap) v — on retrouve le résultat obtenu par calcul direct, en
trois lignes.

Moments : E(S) = Ap et V(S) = Ap.
Formule générale de Wald : E(S) = E(N)E(X), iciA X p v

Puissance de la méthode : elle traite aussi les cas ou N n’est pas de Poisson
(processus de branchement, files d’attente).

Réponse. Gg(t) = e?P*~ 1 donc S ~ P(Ap).

Correction de l'exercice 8 - Somme de deux dés

Réponse. Gg(t) =

2 6 _ 46
Génératrice d’'un dé : G(t) = t+t+.. +t° _H1—t)

6 T 6(l-1t)

2
, t2(1-t%

Somme (dés indépendants) : Gg(t) = G(t)” = —.
36(1 —1t)

Développement : le carré du polynéme t + ... + t° vaut

t2 +2t% + 3t* + 4t° + 5t° + 6t7 + 5t° + 4t° + 3t10 + 2t 4+ 12
Lecture des coefficients (divisés par 36) : P(S = 7) = 3_66 = % PS=2)= 31_6 etc.
Controle : la somme des coefficients est 36 v, et la loi est bien triangulaire
symétrique autour de 7 v
Question célebre (dés de Sicherman) : peut-on truquer deux dés pour obtenir la
méme loi de somme ? Oui — il faut factoriser G(t)2 autrement, ce qui donne les faces
(1,2,2,3,3,4) et (1,3,4,5,6,8).
2

t2(1 — t%) o tri .
———=, loi triangulaire de sommet 7.
36(1 —t)

Correction de I'exercice 9 - Moments d’ordre supérieur

Moments factoriels : G§§‘)(1) = Ak, donc

EX)=2;
E[X(X —1)] = 4%;
E[X(X - 1)(X —2)] =2°.
Passage aux moments ordinaires : on développe
X’ =XX-1)X-2)+3XX-1)+X

Vérification de I'identité : X° — 3X* +2X+3X?-3X+X=X" v
Espérance :

]E(X3) =2%+32%+2

Controle (A =1):1+ 3+ 1 =5. Calcul direct : ER - 0k3e_1% — les premiers termes
donnente (0 +1+4+45+..)=5v

Méthode générale : les moments factoriels s’obtiennent sans effort ; les moments
ordinaires s’en déduisent par changement de base polynomiale.
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Réponse. ]E(XS) =2°+32%+2.
Correction de I'exercice 10 - Processus de branchement

2 _(1+t)°
4 i

1 +
;‘t doncm=G'(1) = 1.

— Génératrice d’un individu : G(t) = Z

+ L
2
— Espérance de la descendance : G'(t) = 1
— Génération 2 : G, = G - G, et par dérivation composée,
Gy()=GGM)GL)=G1)’?=m?=1

— Espérance : E(Z,) = 1 — la population se maintient en moyenne.

— Cas critique : m = 1 est exactement la frontiere. On démontre que la probabilité d’
extinction vaut alors 1 : la population s’éteint presque stirement, malgré une
espérance constante.

— Classification : m < 1 (sous-critique, extinction), m = 1 (critique, extinction), m > 1
(sur-critique, survie possible).

— Probabilité d’extinction : c’est la plus petite racine de G(t) = t dans [0; 1] ; ici
1+ t)2 = 4t donne (t — 1)2 =0,soitt=1 v

Réponse. E(Z,) = m? =1 (cas critique).
Correction de I'exercice 11 - Génératrice et fonction de répartition

Posons H(t) = >, _ ,P(X > n)t".

— On écrit P(X > n) = Ek - , P(X = k) et I’on intervertit les sommations (termes
positifs) :

k-1
Hi) = > PX=k > t"= > ]P’(X=k)11__ttk

k=1 n=0 k=1
— Soit
H(t):% (t=1)

— Controle en t — 1 : par la régle de L’Hopital, H(1) = Gx'(1) = E(X) — on retrouve la
formule de la queue v

1 —_Pt_ o
— Exemple (X ~ G(p)) : H(t) = 1 1—_t at _ (11_ ch(l F_)tt) =7 —1qt' dont les coefficients
sont q"=PX>n) v
Réponse. H(t) = %

Correction de I'’exercice 12 - Moments de la loi uniforme par la génératrice

a) Définition : Gy(t) = %E: 1 tk, polynéme (donc dérivable en 1 sans difficulté).

b) On dérive terme a terme :

n
1 1 _(m+1DH(n-1)
Gx(1) = ﬁg’ Gx'(1) =ﬁ2 3
. (avecEk(k— 1) =2k2—2k _ n(n+1)6(2n+1) _ n(n2+ 1) _ n(n+1§(n—1)).

¢) EX) = Gy (1) = t+1 et
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Chapitre 25 - Séries génératrices 6

2
VX = GY'(1) + Gx (1) =Gy () = (n+ D(2zl+ 1 ndl)_no—l
— Contréle n =6 : E(XX) = 3,5 et V(X) = 32 v.
t(1-t"
n(l —t)
polynomiale est plus sfire.

— Piege : la forme close n’est pas définie en t = 1 ; pour dériver en 1, la forme

Réponse. E(X) = ”le V(X) = ”215 1

Correction de I'exercice 13 - Génératrice d’une transformée affine
a) Par transfert :

Gax+5(®) = E(t*?) = " E (") = £ Gx(t")
— valable pour [t| = 1 (alors |t?] = 1).

k
2_ —
b) Gox+1(t) =ter "D =¢ AZREO%dtZkH'

— Les coefficients d’indice pair sont nuls et P(2X+ 1 =2k + 1) = e‘)‘%(—;{ : ¢c’est bien la loi
de X transportée sur les impairs.

C) Gox+1'(t) = e~V 4 221262~ d'0l G'(1) = 1 + 2.

— Controle par linéarité : EQ2X+1)=2A+1 v.

Réponse. G 1 5(t) = t°Gx(tY) ; Gox s 1(t) = te2® =D espérance 1 + 2A.

Correction de I’exercice 14 - Rayon de convergence et existence des
moments

a) Les coefficients sont en # : le rayon vaut R = 1 (regle de d’Alembert). Pour 0 =t <1,

par dérivation terme a terme :

, 6 -1 6 In(1-1¢
G t = — = - . @ @O — +OO
¥(t) nzn; - > P T

— Gy n’est pas dérivable a gauche en 1 : X n’admet pas d’espérance (cohérent avec la
divergence de > 1).

b) SiR > 1, Gy est de classe C” sur ] — R, R[, qui contient 1, et

Gg)(l) = En n(n—1)(n—-r+ 1)P(X = n) converge : tous les moments factoriels, donc

tous les moments IE(Xr), sont finis.

c) Gx(t) = T f tqt a pour rayon R = % > 1 : la loi géométrique a des moments de tous

ordres.

— Lecon : le rayon renseigne sur la queue de la loi ; R > 1 signifie une décroissance
exponentielle de P(X = n).

Réponse. a) R =1, Gx'(t) » +» : pas d’espérance ; b) R > 1 = tous les moments ; c)

=1
R= 7.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : temps d’attente du deuxieme succes

— Décomposition : T = T, + T, ou T, est le rang du premier succes et T, le nombre
d’épreuves supplémentaires jusqu’au second.
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— Par absence de mémoire, T, et T, sont indépendantes et suivent toutes deux G(p).
— Génératrice :

2
Gr(b) = Gr,(Gry(t) = <1 pt qt>

— Loi : le développement donne P(T = k) = (k — 1)g* ~?p? pour k = 2 — c’est la loi
binomiale négative (il faut choisir la position de I'unique succes parmi les k — 1
premieres épreuves).

— Moments (additivité, indépendance) :

_2 _ 29
E(T) = D V() =—
p
— Contréle (p = 1) : E(T) =4 et V(T) = 4. Laloi donne P(T=2) = 4, P(T=3) = £ = L,
P(T=4)= % ; I’espérance partielle 2 x 0,25+ 3 x 0,25 +4 x 0,1875 = 2,0 converge
bien vers 4 avec les termes suivants v

pt
1—qt

r
— Généralisation : le rang du r-iéme succés a pour génératrice < > , d’espérance

r

D

2
4 _(_pt \" _2 _2q
Reéponse. G(t) = <1 — qt> ; E(T) = b’ V(T) = pz'
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