Chapitre 25 - Séries génératrices

Plaquette 4 - Marches aléatoires,
temps d’attente et dénombrement
Séries génératrices — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Développements utiles. Pour |x| < % :

x" (x| < 1)

2 <2n>xn= 1 1—JT=x = E <2nn>

AR V1 —4x nzl(zn_1)4n

Renouvellement. Si u, est la probabilité d’étre revenu au départ a l'instant n (
up = 1) et f,, celle d’y revenir pour la premiére fois a I'instant n, alors

n .
Un =, _ 1 filn—k (n = 1), soit

_ —1_-_1
U(s) =1+ F(s) U(s) F(s)=1 U6s)

Marche simple (pas +1 avec probabilité p, —1 avec q) : u,, = <2nn>(pq)n.

Premier passage en +1 : G = ps + qsGZ, d’ou P(T; < +») = min(l, %).

Lecture. P(T = n) = coefficient de s" ; E(T) = G (1) ; P(T < +x) = G(1).

G

Correction de I'’exercice 1 - Retours en zéro d’'une marche symétrique

a) Etre en 0 a I'instant 2n, c’est avoir fait exactement n pas +1 parmi 2n : nombre de

1
22n‘

chemins <2nn > chacun de probabilité

b) Avec x = 54—2 dans le développement du binome généralisé (|x| < %) :

w0 =3 (%) - e

N .
c) Le nombre de passages en 0 aux instants 2,4, ..., 2N est En _114s,, = 0}, d’espérance

N ll 7 ] 7
>, _ 1 Uz (linéarité).

1 ;7 , , . . .
T terme general d’une série divergente :

I’espérance tend vers +« (elle croit comme 2/N /).
— C’est aussi ce que dit U(s) » +» quand s -1 .

2n
n

— Par la formule de Stirling, u,, ~

Réponse. u,, = < >4_” ; U(s) = —L— ; nombre moyen de retours infini.

J1 —s2

Correction de l’exercice 2 - Premier retour en zéro : équation de
renouvellement

a) On découpe I'événement {S,, = 0} selon l'instant 2k du premier retour (événements
disjoints). Apres ce retour, la marche repart de 0 indépendamment de son passé, et doit
étre en 0 au bout de 2n — 2k pas : probabilité f,, us, — 2.

b) En termes de génératrices, a) s’écrit U(s) — 1 = F(s)U(s) (le 1 vient de ug), d’ou
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Chapitre 25 - Séries génératrices 2

—q1__1 _ . _2
F(S)IU()lls

c) P(T < +x) = Efzn =F(17) =1 : le retour est certain (la marche est récurrente).

—Fe=rs

— Paradoxe : on revient toujours, mais il faut en moyenne une infinité de pas.

Réponse. F(s) =1 -1 -5% ; P(T< ») =1 ; E(T) = +x.

- +oquand s—>1 :E(T) = +o.

Correction de l’exercice 3 - Loi explicite du premier retour

1
2/1 — x

1), puisonposem=n+1:

a) La dérivée vaut 1 En -0 <2n> G . On integre terme a terme sur [0, x] (rayon

n

p— E <2m 2>Xm

m=12m-4"

(%)
— Comme <2m> = <2m B 2>M, le coefficient s’écrit aussi — "7/ _

m m-—1 m? 2m-1)a™"
()
b) Avec x = s? : P(T = 2n) = ;n
(2n — 1)4

2 _ 1 20 1
— P(T=2)= 4~ ;P(T=4) = 3><16 -8’ ; P(T=6) = 5x64 16"
c) Les chemins de longueur 4 revenant en 0 pour la premiére fois au temps 4 sont

- - — =1
(+,+,—, =) et( L+, +) 16 £ .
, (#) 1

Réponse. P(T = 2n) = hat’ 20 8 16

Correction de l'exercice 4 - Ne pas revenir pendant longtemps

a) T ne prend que des valeurs paires : P(T > 2n) = Ek - o Jfox (en comptant P(T = +0) = 0).
On intervertit les sommes (termes positifs) :

S B(T>2m)s2 = D £, 2 = 3 fh=iy = 75D

n=0 k=1 n=0 1-s

p) L=F©) _ i-s2 _ 1

1-s? 1-s2  [1-¢2

(5)

1
200

= U(s). Par unicité des coefficients, P(T > 2n) = u,,,.

_ A 1 - \
0,0796 ; I’équivalent Fon 0,0798 est tres bon.

— Lecture : environ 8 % des marches n’ont pas encore égalisé apres 100 lancers — la
queue décroit seulement en Ln d’ou I'’espérance infinie.

C) ]P(T> 100) = U190 =

Réponse. P(T > 2n) = u,, ; P(T > 100) = 0,080.
Correction de l’exercice 5 - Premier passage au-dessus de zéro

a) Si le premier pas est +1 (proba p), T = 1. S’il est —1 (proba q), il faut remonter de —1 a
0, puis de 0 a 1 : deux temps indépendants de méme loi que T, plus le premier pas. D’ou

G(s) = ps + qs G(s)°
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Chapitre 25 - Séries génératrices

1 +|1 —4pgs?

b) Equation q562 — G+ ps =0, de racines 245

. Comme G(s) » 0 quand s = 0, on

garde le signe —.

c)Ens—1":J1=4pq =\(p-q)* = |p - q|, donc P(T < +oo)=—1_|p_q|.

2q
— Sj .1-p+q _ - .1-q+p _p
Sip=q: 24 =1.Sip<q: 24 =g
—p=04:P(T< +x) = % = % ; une fois sur trois, la marche ne dépasse jamais 0.
-1 —4pgs?

Réponse. G(s) = 1 ; P(T < ») =min(1,2); % pour p = 0,4.

2qs
Correction de l’exercice 6 - Temps moyen d’atteinte d’une marche biaisée

a) On dérive : G'=p + qu +2gsGG'.Ens=1,avecG(l)=1(carp>q etm=G'(1) :
1

m=p+q+2qgqmn = m(l-2q)=1 = ]E(]"):m

— (car1-2q=p+q-29=p—-q.
b) p = 0,6 : E(T) = 415 = 5 pas.

— Interprétation : la dérive moyenne est p — g = 0,2 par pas ; il faut en moyenne ﬁ

pas pour gagner une unité, comme si la marche avangait a vitesse constante.

c) Pour p = q, la relation m(1 —2q) = 1 devient 0 = 1 : impossible avec m fini. Donc
E(T) = +», alors que P(T < +x) = 1 — méme phénomeéne que pour le premier retour.

Réponse. E(T) = 5 pas pour p = 0,6 ; infini si p = q.

1.
p—q’

Correction de I'exercice 7 - Retour en zéro d’une marche biaisée

a) Uy, = <2nn>p”q” et le développement 2(2’1“ >x” = Jl—lﬁ avec x = pgs? donnent

U(S) = %
J1 —4pgs?
b) Renouvellement : F = 1 — % =1-\J1—-4pqs?, etens=1":
— P(retour) =1 -1 —-4pqg =1 - |p—q| <1 :la marche biaisée est transiente.
c) p = 0,6 : probabilité de retour 1 — 0,2 = 0,8.

— Le nombre R de retours vérifie P(R = k) = O,8k (chaque retour relance la marche) :
ER)=Y,.,08" =4,

— Contréle : ER) =3, | Uz =U)=1=455-1=4v.

Réponse. U(s) = (1 — 4pgs?)/?

moyenne.

; retour avec probabilité 1 — |p — ¢q| ; 0,8 et 4 retours en

Correction de I'’exercice 8 - Monter un escalier au hasard

a) On pose le pied sur la marche n si et seulement si on I’atteint par un pas de 1 depuis
n — 1 ou de 2 depuis n — 2 (cas disjoints, selon la derniére marche visitée avant n) :
p, = %pn 1t %pn _,. Pour n =1, seul le premier pas de longueur 1 convient.

b) En multipliant par s" et en sommant : P(s) — 1 — % %(P(s) -1+ S;P(s), d’ou
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Chapitre 25 - Séries génératrices 4

P(s) = —1— = " 11 )
1-5-% (-9(1+3)
1 _ 2/3 1/3
T—e+s/2) " i-s 1+s/z donc
n
—pa= 3= etr, =3
— 2 1 +1 =3
— Contrdle : p, = £ + 15 4, et d1rectement t5=77.
— Lecture : la longueur moyenne d’un pas est 5, et I’on visite asymptotiquement une
marche sur %
4 =241/ 1\, 2
Reponse. p, = 5t §( 2) -3

Correction de I'exercice 9 - Génératrice du nombre de cycles

a) Une permutation de {1, ...,n + 1} s’obtient de facon unique a partir d’'une permutation
de {1,...,n} : soit n + 1 forme un point fixe (un cycle de plus : c(n, k — 1) cas), soit on
I'insere juste apres I'un des n éléments dans son cycle (méme nombre de cycles : nc(n, k)
cas).

b) La relation donne P, , (t) = (t + n)P,(t) et P1(t) =t. Donc P,(t) =t(t+ 1) (t+n—1) et

tt+1)(t+n-1) _ t+j
Ge,(t) = n! JHO 1+]
c) C’est un produit de génératrices de Bernoulli B( + 1) : dérivée logarithmique,

n—1 n
L)y =", T4 =HaetL'(1) = —2(1+j)2,dou\/(cn) =Hn—2k=1l2

— n=5:E(Cs) =137 = 2,283 et V(C5) = 137 — 5288 ~ 2,283 — 1,464 = 0,819.
Réponse. G (t) = X Dt+n-bD g g v=H, ~3-Lin=5:2283et0819,

Correction de I’'exercice 10 - Génératrice du nombre d’inversions

a) Placer la plus grande valeur n en position n — k (avec 0 < k = n — 1) crée exactement k
nouvelles inversions (avec les k valeurs placées apres elle), sans modifier les autres.
Chaque position a probabilité % indépendamment de la permutation de départ :
I,=1,_1+V,avec V, uniforme sur {0, ...,n — 1} et indépendante. D’ou le produit des
génératrices.

gl 1=t

b) Par récurrence, etavec 1 +t+ -+ + =7 "

j—1
G..(t) = H 1+t+ -+t
j=1

— P(I, = 0) = G1,(0) = 2 (seule I'identité).

— P, = 1) : coefficient de t, obtenu en prenant t dans un seul facteur (j = 2) et 1
ailleurs : ”n;,l (lesn—1 transpositions de deux voisins).

c)n=4:PI,=0)= P, =1) = % et P(I, = 6) = i (coefficient dominant).

24’

Réponse. G (t) = HJ'; ) 1+7+t P, =0) =1,

—n—1
j n! -
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Chapitre 25 - Séries génératrices

Correction de I'exercice 11 - Loi exacte du collectionneur a trois vignettes

a) Le premier achat donne un modele neuf ; ensuite G, ~ G (%) et G3 ~ G(%)

(indépendantes) :
2 1
=t =t 3
Grt) =t —3 - 35 _ 2t
-t 1_2t -t — 2t
t-3 1-3 9(1-3)(1-%)
1 _ 2 _ 1 . . J N zj_ lj
b) A=t/ 30 =2t73) — T=2t/3 1_':/S,de coefficient de t ega1a2(3) (3).Donc,
pour k = 3,

k-3 k-3
— _ 2 2 _(1
—rr=w=32(3)"-(1)""}
c)P(T=3)= %(2 -1)= % : il faut trois modeles distincts, 3l = % v,

27
Pr=0=3(3-3)=

— ET) =1+ % + 3 = 5,5 (somme des espérances), soit 3H3 v.
k-3 k-3
Réponse. P(T = k) = %[2(%) - (%) ] ; E(T) = 5,5.

Correction de I’'exercice 12 - Mots sans deux 1 consécutifs

a) Un mot valide de longueur n finit soit par 0 (précédé d’'un mot valide quelconque de
longueur n — 1), soit par 1 — alors il finit par 01, précédé d’'un mot valide de longueur
n-—2.

b) En multipliant par x" et en sommant pourn = 2 :

AX) —1-2x=xAM - 1) +x*AK) = AKx)=—F+X_
1-x—x
c) La récurrence donne a, = F, ,, (Fibonacci) : a;y = F1, = 144, et la probabilité vaut

144 _
T2 = 0,141.

— Les poles de A sont racines de 1 — x — x? ; le plus petit en module est % avec

n
@ = % Donc a, croit comme ¢", et la probabilité décroit comme (%) ~ 0,809".
1+x . 144

x—x2 ' 1024

Réponse. A(x) = 1 ~ 0,141 ; décroissance en 0,809".

Correction de I'’exercice 13 - Les motifs PF et PP n’ont pas la méme loi

a) On attend le premier pile (G; ~ G (%)) ; des lors, le motif PF apparait au premier face
qui suit, puisque des piles supplémentaires ne font pas perdre le pile acquis (G, ~ G(%)
indépendante). Donc

_(ti2 N

~

b) E(Tpr) =2 +2 =4 et V(Tpg) = 2 X i/z = 4.

2 2 k F
c) (2:)2 =%Ek20(k+1)%, donc P(Tpr=4) =4 X3 = 7% ; et P(Tpp=4) = 12 =

N

2

16°

— Controle : les suites de longueur 4 ou PF apparait pour la premiere fois a la fin sont
FFPF, FPPF, PPPF : 3 v.
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Chapitre 25 - Séries génératrices 6

— Lecture : PP est plus long a venir et beaucoup plus dispersé (variance 22 contre 4),
car un échec apres P ramene au départ.

4 __t? _ _ — Ay — 3 2
Reponse.GTPF(t)—W;IE—4,V—4;P(TPF—4)—E>E.

Correction de I’exercice 14 - Arrivées pendant un service

a) Sachant D = d, A est la somme de d variables indépendantes de loi P(1), de génératrice
d
edt-1 = (et_ 1) . Probabilités totales :

3
d
Ga(t) = E %(et—l) :GD(et—l)
d=1
b) P(A = 0) = GA(O) — e”! +e?:2 +e3 ~ 0,368 + 0,235 + 0,050 ~0,184.
— EQA) =G4 (1)=Gp (1) x1 =ED) = 2.

c) Non : il arrive en moyenne 2 clients pendant chaque service, plus qu’il n’en sort ; la file
s’allonge indéfiniment.

— Critere : la file est stable si et seulement si E(A) < 1, soit ici un taux d’arrivée

inférieur a % client par minute.

Réponse. G, = Gpeexp(t—1); P(A=0)=0,184 ; E(A) = 2 : file instable.
Correction de I'exercice 15 - Synthese : la case du jeu de l'oie

a) On s’arréte sur n si et seulement si I’on s’est arrété sur n — k puis qu’on a tiré k, pour
un unique k € {1, ...,6} (la derniere case visitée avant n) : événements disjoints, et le dé
est indépendant du passé.

b) En multipliant par s” et en sommant pourn =1 : P(s) — 1 = D(s)P(s), d’ou

P(s) = 1+D(s) (renouvellement).

c) Pour 1 =n =<6, posons S,, = p,+ - + p,. La relation donne p, = S"‘l, donc S, = %Sn—l

6
etS, = (%)n, puis

pn=%(%)n_l (1=n=6)

Se—Py _ (7/6)°-1
6 6

d) 1 —-D(s) =(1—-5)Q(s) avec Q(1) =D'(1) = % (taux d’accroissement en 1), donc

~ (0,254.

— pg=0,360; p, =

(1 —s)P(s) =

1 1 2
= £ = 0,286
Qs)s—1- D) 7
— Interprétation : un pas mesure en moyenne 3,5 cases, le pion visite donc
asymptotiquement une case sur 3,5. La case 6 est la plus probable de toutes (0,36).

-1
Réponse. P(s) = = l(l)n (n<6), p, = 0,254 ; p, — %

1.
1-D(s) ' Pn=6\6
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