Chapitre 25 - Séries génératrices 1

Plaquette 5 - Synthese : résoudre
des problemes avec les génératrices
Séries génératrices — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Les cinq réflexes.

— Somme indépendante : Gy, y = GxGy (et non 'inverse : ’égalité n’entraine pas
I'indépendance).

— Somme aléatoire : Gs._.x,=Gn°Gx.

— Premier pas : G1(s) = >, P(étape k) s®"°Gr,(s).

— Meélange : si X suit L; avec probabilité m;, Gx = EiﬂiG,-.

— Parité : P(X pair) = 2X D,
Lecture.
G(0) , . , (112
P(X =n) = = EX) =Gx (1) VX)) =Gx'(1)+Gx (1) -Gx(1)
. . dac . (1—t™M" _ N T\ mi k+r—1>k
Coefficients utiles : = > 1)J(j>t 2 2k< g
L J

Correction de I'exercice 1 - Un dé décide du nombre de dés

a) Somme aléatoire de N variables indépendantes de génératrice Gp, avec N de
génératrice Gp :

Gs=Gp°Gp

b) Gp(Gp(t)) = %Ei _1Gp®)", et Gp(t)" commence par é—r;

— 1. = ; 1.,1_1
— P(S=1):seul n =1 contribue, X6 =35
—9).n = . 1 = O 1 o L1 1= _7
P(S =2):n =1 (coefficient 6) et n = 2 (coefficient 36), d’ou 5 (6 + 36) = 516"

c) Wald : E(S) = EIN)E(D) = 3,52 = 12,25. Variance d’une somme aléatoire :

V(S) = E(N)V(D) + V(N)E(D)? = 3,5 x 51’>—S + fl”—g x 12,25 = 45,94

Réponse. Gs = Gp ° Gp ; 31—6 % ; E(S) = 12,25, V(S) = 45,94.

Correction de I’exercice 2 - Une série au meilleur des sept matchs

a) La série s’arréte au match k gagné par A si A gagne le match k et exactement 3 des
k — 1 précédents : probabilité (k ; 1 ) p*q*~* (loi de Pascal). On ajoute le cas symétrique

ou B I'emporte.

b)Pourp=%:]P’(L=k)=2(k_1>#, soit1, 1, 5 5 pourk =4,5,6,7 :

3 8’ 4’ 16’ 16
_t* > 5t 5¢7
Ci=g+7T*76 " 16
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Chapitre 25 - Séries génératrices 2

— EL) =G/ /(1) =%+

1
c) P(A gagne) = 2224 (k ; 1)p4

— 0,1296 x(1+4x0,4+10x%x0,16 +20 x 0,064) = 0,1296 x 5,48 = 0,710.
— Lecture : un avantage de 60 % par match devient 71 % sur la série ; le format long
favorise le meilleur.

=$

Réponse. E(L) 16

pour p = % ; P(A gagne) = 0,710 pour p = 0,6.
Correction de I'exercice 3 - Somme des chiffres d’un nombre au hasard

a) L’application n + (C4, C,, C3) est une bijection de {0, ...,999} sur {0, ..., 9}3 : le triplet
est uniforme, donc ses coordonnées sont indépendantes et uniformes. Indépendance :

3 9 __ 410
Gs = G¢ avec Ge(t) = 1L+ b = 1})(1’5_”.

b) Coefficient de t'3 dans (1 — 3t!° + ---)Ek <k ; 2>tk : seuls k = 13 et k = 3 comptent.

15\ 2(5) _ 105 _ 20— vl 75 _
<2> 3<2>_105 30=75 — P(S=13)=22:=0075

— Le terme —3(;) retire les triplets ou un « chiffre » dépasserait 9.

c) E(C) = 4,5 et V(C) = 10i2— 1 = 8,25, donc E(S) = 13,5 et V(S) = 24,75.

— Remarque : 13 et 14 sont les sommes les plus probables, symétriques autour de 13,5.
Réponse. P(S =13) = 0,075 ; E(S) = 13,5, V(S) = 24,75.

Correction de I’exercice 4 - Le ticket chanceux

ag

a) Les deux moitiés sont indépendantes et chacune a pour somme k avec probabilité 7000

27 2 2 2
a ai

P(chanceux) = (7k ) — <k=-
,ZO 1000 10°

3
b) A(t) = Ekaktk = <11__t;0> . La symétrie a; = a,; _ (remplacer chaque chiffre ¢ par

9 — ¢) donne

6
10
— >,.at =2, axaz; _ = coefficient de t*’ dans A(t)? = <1 =L > .

1-t
22
5
c) P(chanceux) = 0,055 252 : environ un ticket sur 18.

_ Ce coefficient vaut <352> _ 6< > + 15<152> = 201376 — 158004 + 11 880 = 55 252.

— Interprétation : c’est aussi la probabilité que la somme des 6 chiffres, ou 1’on
remplace les trois derniers par leur complément a 9, vaille 27.

2
Réponse. P = % = 0,055252.

Correction de I’exercice 5 - Combien de 6 avant le premier 1 ?

a) Premier pas : si le premier lancer est 1 (proba %), N =0; sic’est 6 (proba %), on a un

6 de plus et tout recommence (facteur t Gy) ; sinon (proba %), tout recommence sans rien
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compter.
b) On isole Gy :

2_ty-1 _ _ 1 __1/2
evn(E-£)=4% Cv®) =55 =T-¢/2
— Donc P(N = k) = ﬁ pour k = 0 (géométrique sur N de parametre %), et
E(N) =Gy(1) = —1 _ =1.
(IN) ~N(1) 217

c) On ne regarde que les lancers donnant 1 ou 6 : chacun est un 1 avec probabilité %

indépendamment. N est le nombre de 6 avant le premier 1 dans cette suite de « pile ou

face » : géométrique de parameétre %

— Lecture : les faces 2 a 5 ne servent qu’a allonger la partie, pas a changer le résultat.
Réponse. Gy(t) = 12— ; PN =k) =2"“"V, E(V) = 1.
Correction de l’exercice 6 - S’arréter au premier garcon

a) P(F=k) = # (k filles puis un garcon), d’ou

k
Grt = 2 b5 =5ty EM=GA)=1

b) Chaque famille a exactement 1 garcon et en moyenne 1 fille. Sur n familles, la loi des
grands nombres donne environ n garcons et n filles : la proportion reste %

— Piege : la regle d’arrét ne peut pas modifier la proportion, car chaque naissance reste

un gargon avec probabilité % quelle que soit la stratégie.
¢) Gi(t) = tG(t) = 1 t_/tZ/2 . E ~ G(%) E(E) = 2 et V(E) = % =9

Réponse. Gg(t) = ﬁ E(F) = 1 ; proportion % ; B~ G(%), V(E) = 2.
Correction de I'’exercice 7 - Moments de la loi de Poisson et nombres de Bell

a) M(u) = ]E((e“)X) = Gyx(e") = exp(e" — 1), le rayon de Gx étant infini.
b) Posons h(u) = e¥ — 1. Alors M’ = e"M, puis

M’ = (e“ + eZ“)M M = (e“ +3e?! + e3“)M
— Enu=0(M(0)=1):EX =1, E(X*) =2 E(X) =5

c) Gg)(l) = 1 pour tout r (loi de Poisson de parametre 1), et

x3=x(x—1)(x—2)+3x(x—1)+xdonne]E(X3) =1+3+1=5v.

— Culture : ]E(X") est le nombre de partitions d’'un ensemble a n éléments (nombre de
Bell : 1,2,5,15,52,...).

Réponse. M(u) = exp (e’ — 1) ; E(X) = 1, E(X?) = 2, E(X°) = 5.

Correction de I’exercice 8 - Relancer les dés qui ne font pas 6
a) Chaque dé fait son premier 6 au tour T; ~ G (%) indépendamment, et

3
T = max (T, Ty, T3). Donc P(T < k) = [[,P(T; = k) = (1 = r¥)" avec r = 2.
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b) Formule de la queue :

]E(T):2|:1_(1_rk)3:|=E(Srk_3r2k+r3k)= 3 __3 ,_1

K=0 K=0 1-r 1-r2 1-13

_ — 5. 108 216 _ 10566 _
Avecr 6 18 11 + 51 1001 10,56 tours.

c) Avec un seul dé, E(T;) = 6. Passer de 1 a 3 dés n’ajoute qu’environ 4,6 tours : le
maximum croit lentement (comme Inn pour n dés).

Réponse. E(T) = -222°2 = 10,56 tours (contre 6 pour un dé).

Correction de I’exercice 9 - Pannes pendant une durée géométrique

a) Somme aléatoire : Gr(u) = % et Gx(t) = e®?~1 donc
0’1 eO,Z(t— 1)
Gs(t) = 0.2(t—1)
1-0,9e"

0,1e™%* _ 0,0819
1-0,9e7 92 0,2631

b) P(S = 0) = Gs(0) = ~ 0,311.

— Interprétation : il faut qu’aucun jour n’ait de panne ; chaque jour est « sans panne et
dernier » avec probabilité 0,1e~%2, ou « sans panne et pas dernier » avec probabilité
0,9¢7%2, d’ou une série géométrique.

c) Wald : E(S) = E(T) x 0,2 =10 x 0,2 = 2 micro-pannes.
Réponse. Gs =Gr°Gyx; P(S=0) = 0,311 ; E(S) = 2.

Correction de I’exercice 10 - Une piece choisie au hasard
a) Mélange : avec C la piece choisie,

10
_1/1+t¢ 1 10
Gx(t) = 5 ( 5 ) + 5 (0,2 + 0,8t)

b) E(X) = 2(5 + 8) = 6,5. Variance totale : E[V(X | C)] = £(2,5 + 1,6) = 2,05 et
VIEXX | €)] = 1,5% = 2,25, donc V(X) = 4,3.

— Le mélange est bien plus dispersé que chacune des deux binomiales.

c) P(X = 10) est le coefficient dominant :

1 1 10y _ 1 ~ .
E(m +0,8 ) ~ £(0,00098 + 0,107 4) = 0,054 2. Bayes :

, 0 810
Réponse. E(X) = 6,5, V(X) = 4,3 ; P(truquée | 10 piles) = 0,991.
Correction de I'exercice 11 - Le duel

a) T ~ G(p), donc G(t) = P

1—qt’
b) A gagne si et seulement si T est impair :
. oy _1-Gr(=1) 1 p _1+qg+p_ 1
P(T impair) = 2 _2<1+1+q T2+ 1+gq
c)p= % : P(A gagne) = ﬁ = % = 0,545
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— Pas équitable : tirer le premier donne un avantage, d’autant plus fort que p est grand
(-1 —>%quandp—>0, et -1 quand p - 1).

1+¢q
— Controle : P(A gagne) = p + q2 P(A gagne) (A touche, ou les deux ratent et tout
recommence) redonne P 5 = 1
1-gq 1+q
Réponse. P(A gagne) = T 1 K % pour p = %

Correction de I’exercice 12 - Controle de parité d’une transmission

a) X ~ B(n,e), Gy(t) = (1 —g +et)", et

1+Gx(=1) _ 1+ —2¢)"
2 2

P(X pair) =

M—(l—s)n

b) Erreur non détectée : X pair et X = 2, soit P(X pair) - P(X =0) = 5

c)n=28,e=0,01:

8
— erreur non détectée : % - 0,998 ~ 0,00264 ;

— au moins une erreur : 1 — 0,998 = 0,0773.
— Lecture : le controle de parité attrape environ 97 % des messages erronés ; les 3%

restants sont presque tous des doubles erreurs (<§>£2 = 0,0028).

Réponse. P(X pair) = 14—(1#—25) ; non détectée = 0,0026 contre 0,077.

Correction de I'’exercice 13 - Produit des génératrices sans indépendance

a) Chaque ligne i contient une case a % une a %

chaque colonne. Mais P(X=0,Y=2)=0 # % : dépendance.

etunea0:PX=1i) = % Idem pour

b) Masses non nulles : (0,0), (1,1), (2,2) a % (sommes 0,2,4) et (0,1), (1,2), (2,0) a %
(sommes 1, 3,2). D’'ou la loi de X + Y sur {0, ...,4} :

9°979"9’9°

2
1+t+t2> _1+2t+3t%+ 265411

— Or pour deux uniformes indépendantes, GxGy = < 3 5

mémes coefficients.
Gx +v(t) = Gx(t) Gy(t)

c) L’'implication « indépendance = Gx,y = GxGy » n’a pas de réciproque : la génératrice
de la somme ne voit que la loi de X + Y, pas celle du couple.

Réponse. Marginales uniformes, couple dépendant, et pourtant Gx .y = GxGy.

Correction de I’exercice 14 - Somme de deux géométriques et loi
conditionnelle

2
a) Indépendance : Gy, y(t) = (1 tht) =p%*>, .,k + 1)g*t", d’ou

PX+Y=n)=mn-1)p%q""? (n=2)

b)Pourl=k=n-1:

PX=KP(Y=n-k) _pg* " 'pg" "' _ 1

— PX=k[X+Y=n)=""5xrv=n (n—1)p2q"-2 n-1
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— Sachant X + Y = n, X est uniforme sur {1, ...,n — 1}, quel que soit p.
c)n=10:PX=3|X+Y=10) = {.

— Lecture : connaitre le total efface toute I'information sur p ; c’est la propriété qui fait
de X + Y une statistique « exhaustive » pour p.

Réponse. PX+Y=n) = (n—1)p?q"~?; X| X+ Y = n uniforme sur {1,...,n—1}; %

Correction de I’exercice 15 - Synthése : gagner un jeu au tennis

a) Premier pas sur deux points : AA ou BB (proba p? + g?) termine en 2 points ; AB ou
BA (proba 2pq) rameéne a 1'égalité apres 2 points. D’ou I’équation, et

2 2\o2
Gp(s) = (p”+4q%)s

1 — 2pgs?
— D = 2K avec K ~ G(p? + q?) (nombre de paires jouées), donc E(D) = ﬁ.
N 2
b) A chaque paire décisive, A gagne avec probabilité conditionnelle #,

indépendamment du nombre de paires nulles jouées avant.

c) A gagne sans passer par 1’égalité en 4, 5 ou 6 points : p*, (?)p‘*q, <2>p4q2 (le dernier
point est gagné par A). Sinon, on arrive a 3-3 avec probabilité (g)p3q3 = 20p3q>, puis A
gagne avec probabilité 6.

d)p=0,6:p*+q*=0,52,6=0,692, E(D) = 3,85 points.

— P(A gagne) = 0,1296 x 4,2+ 20 x 0,216 x 0,064 x 0,692 = 0,544 + 0,191 = 0,736.

— Lecture : 60 % des points donnent 74 % des jeux — le systeme de jeu amplifie
I’avantage du meilleur joueur.
5 _P*+a)s® o p* _

Reéponse. Gp(s) = = 2pas® 6 el 0,736 pour p = 0,6.
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