Chapitre 12 - Séries numériques 1

Plaquette 5 - Calculs de sommes et problemes de synthese

Séries numériques — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Sommes géométriques sous l'intégrale. Pour |x| =1, x # —1:
N
k_1-(=V"! LxN+1 1
E (—=x) = ————, O dx| =
K=" 1+x 1+x N+2
Sommes de référence. >, __ n’: =e*;> _ X =-In(l-xetd> _,nx"= a X .
a - X
pour |x| < 1.
Télescopages utiles. arctanb — arctana = arctan (pour ab=0);
.1 1 n
sinx =2sinX 5 Cosf AT T R D - Dl
AN J

Correction de I’exercice 1 - Décomposition en éléments simples et
télescopage

1 1 1 1 .
A TEEDnFD) E(n(n +1)  (+ D+ 2))’ donc par télescopage
N
> 1 =1(1_ 1 1
Zinn+1(n+2) 2\2 (IN+1IN+2) 4
_(+D-1_ 1 1 1
b) (nfl)!_ ) —n—!—mzlasommevautﬁ 1.

= 2 _ 1 1 2
c)n?=n(n-1)+n, donc pour n = 2, “—!—(n it @ 1),,et2n>0%—e+e(les

termesn = 0,1 serecollent: 0et1 = —) Avec 2— = e, le total vaut 3e = 8,155.

Réponse. a) 1.p)1;0) 3e.

Correction de l’exercice 2 - Somme arctangente

(n+1)—n _ 1
T+n(n+1)  n24+n+1
dans l'intervalle ou tan est bijective vers [0, +«[, O = arctan

: comme 6 est

a) @ = arctan(n+ 1) — arctann € [O, %[ et tanf =

n+n+1’
b) Par télescopage :

2 arctan+ = arctan (N + 1) — arctan0 — Z
n=0 Tl +n+1 2

c) De méme arctan% = arctan(n + 1) — arctan (n — 1) (télescopage a deux pas), donc

N

2.1 =arctan(N + 1) + arctanN —arctan1 — arctan0 - - I = 34—”.
4 1 — Io. 2

Réponse. >, __  arctan 1= 5 2nsiarctan

3m
-z

Correction de l'exercice 3 - La série de Leibniz

(=)

1 k , . , S . .
KT = f 0 (—x2)"dx, et on somme la série géomeétrique de raison —x? (somme finie,

a)
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Chapitre 12 - Séries numériques 2

linéarité de l'intégrale).

)f01+ ;=2et

(=x7)" x)N+1 UooNt2qu 1
f 1+x dxsfox dx=o5F3 0
c) L’erreur sur i = 4><%est52N+3,1lfaut 2N + 3 = 4000, soit N = 1999 : environ

2000 termes. La convergence est tres lente (en %), d’ou l'intérét des formules de type
Machin.

k
= I reste < 5 1 ; environ 2 000 termes pour 11 a 1073

Réponse. E2k+1 4 N+3 '’

Correction de l'’exercice 4 - Série logarithmique

N

a)%:f ldt etEn_l Tl_1=11_t ’Orled—_t=_].n(1_X)

b)Si0=x<1: 0<f01 cdt = 1 fot dt_(l)lw.51—1sx<o;|1—t|z1sur
[x, 0], donc

X tN 0 N 1
‘fo—l_tdt = [ Nae = L

Dans les deux cas, le reste tend vers 0.
n+1

C)X=%:Enén=—ln%=ln2.x=—1:2(_,}) —In2, doncz( D =12,
, X ( 1)n+1
Réponse. > X = =In2, > ‘= —=1In2.

Correction de I'’exercice 5 - Sommes de polynomes fois une géométrique

1—(N+ 1N+ NxN+1

a) Ty'(x) = Efz ,nx" "1 et, en dérivant le quotient, Ty'(x) = v . Comme
- X
N~ - 0 pour |x| < 1, on obtient la limite a 1 2
— X
b) De méme avec Ty” (les termes en N2xN tendent vers 0): En _,n(n— 1x" 2 = a 2 s
- — X
Alors n? = n(n — 1) + n donne
X2
2nx= 4 X 2=><(1+><3)
n=1 (l—x) 1-%) (1-x)
1.3
c)x = % : % =6.SiPX=n)=-1 (n=1), alors E(X%) = 6 ; avec E(X) = 2, la variance
8
vaut 6 —4 = 2.
Réponse. > n’x" = x( +X) 2 n’ _ 6. V(X) = 2.

1 -
Correction de I’exercice 6 - Produit de cosinus et formule de Viete

a)N=1:sinx =2sin%

— X
s1n2—N = 2sin N+ COS

5 cos . Si c’est vrai au rang N, on remplace
X

N+1°
2

b) En prenant le logarithme (tous les facteurs sont > 0) :
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Chapitre 12 - Séries numériques 3

Incos X = In—_Si0X — ]n SIDX
n; 2" 2Nsin (x/2") X

N .
car 2" sin %; — x.
2

m__ sin(/2) _ 2 o2 6 — [1+cosb o _ V2 +J2
C)Hn21COS2n+1— 72 —H.Orcos4—2etcosz—,/ 5 donne cos g = =5,

et ainsi de suite.

4 X — 1 Sinx ., P 2
Réponse. > Incos o = In =222 ; formule de Viete pour £.

Correction de I'’exercice 7 - Sommes par intégrales

N 3N+3 3N+ 3
3n 3n+1y 1—x —_1-—x A
a x> — x =(1—-x = . Le reste vérifie
)2”;0( )= ) 1-x3 1+x+x?
3N+ 3
X 1
Osf01+x+x2dxs3N+4—>O,donc

2 arctan

n>0(3n+1)(3n+2) °2+x+1 73 a = A(E-8) =3k

soit environ 0,6046.

1 - 1__2 _ —1 _ 1 _ 1 o
D) fGn+D =7 T T 2(2n 2n+1> Orin2 =1 2n21(2n 2n+1)(serle
harmonique alternée groupée par deux, licite car le terme général tend vers 0). Donc la

somme vaut 2(1 —In2) = 0,6137.

Réponse. a) 7_ b)2—-21n2.

Correction de I’'exercice 8 - Une récurrence additive

a) (u,) croit ; si elle convergeait vers { = 1, on aurait £ =/ + 1

7 absurde. Donc u, = +«, et

2 2 1 soup
Up4+1—Up =2+ -5 — 2. Par Cesaro, i+ = 2.

n

b)Ensommantuk+1—uk—2+ deOan—l(uO—l):

1

=
|

2=2n+1+ > L
k=0 Uk
Comme lk ~ —, positif, série divergente : ER - nlﬁ %Inn d’ou le développement.
1 1 . 1 1 .
C) ol S>L u. diverge. Z o convergence.

4 2 _ 1 .S L g 1
Réponse. u; =2n+ 5 Inn+o(lnn), u, ~ J2n ; Eu—n diverge, Eu_ﬁ converge.
Correction de l'exercice 9 - Sinus d’une racine presque entiere

a)\/n2+1=n<1+#>1/2 <1+22+O<#>>—n+2 +O< )

b) sin(nm+ h) = (—1)"sinh et sinh = h + O(h°) avec h = I+ on=3):

c) Eun converge (série alternée 2( 1) -+ série absolument convergente). |u, 217n :
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Chapitre 12 - Séries numériques 4

2
pas de convergence absolue. Enfin u2 ~ ﬁ : > u? converge.

n
Réponse. u, = (—1)"% + O(n~3) : semi-convergente ; > u2 converge.
Correction de I’exercice 10 - Irrationalité de e

a) q'e =(q—1)!pest entier, et Z—E est entier pour k < q.

b)A=Ek>qZ—§=q1 + L +.>0,et

+1 (g+1)(g+2)
1 1/(q+1)
A< - =
jgl(q-l-l)" 1-1/(q+1)

1
q

c) Un entier strictement compris entre 0 et % =< 1 : contradiction. Donc e ¢ Q. Pour

1

k
=D s A _
e”! =X 75—, méme idée avec le critére spécial : q!le
1

1 , . _
< T+T (d’ailleurs e

— §,| serait un entier non nul

rationnel entrainerait e rationnel).

Réponse. A entier avec 0 <A < % : impossible, donc e est irrationnel.

Correction de I'exercice 11 - Divergence de la série des inverses des
nombres premiers

a) Chaque facteur vaut Ek -0 p~k. Le produit (fini) de ces séries a termes positifs contient,
pour chaque n < N, le terme % : la décomposition n = [[ p* ne fait intervenir que des
premiers < N. D’ou l'inégalité.

x(1 — 2x)

b) p(x) =x + x?+ In (1 — x) vérifie P0)=0etp(x)=1+2x— 11)( =g = 0 sur
1
[0.4].
c) En passant au logarithme dans a), avec Hy = InN :
1 1 1
InInN = 2 —ln( —5> < 2 ﬁ+2_2
etC= En =9 # majore la derniere somme. Comme InlnN — +, la série E% diverge (tres
lentement).
Réponse. Ep - N% = InlnN — C : la série des inverses des nombres premiers diverge.

Correction de I’exercice 12 - Reste d’'une série exponentielle

a) Minoration par le premier terme. Majoration : (n ;{r,l)! =< ( 2)1k
: n+

1 1 — 1 .n+2
dOﬂCRns—(n+1)!Ej20(n+2)J (n+1)! n+1°

——g pourk =n+1,

b) Les bornes sont équivalentes : R,, ~ terme d’une série convergente.

1
(n+ 1)V
c) Famille positive, on peut sommer dans I’autre ordre : pour k fixé, il y a k valeurs de n (

0 =n <k), donc
k 1
R — —_— = —_—
ngo " k§1k! k;(k—l)! ¢

Réponse. R, ~ ﬁ i 22 oRn=c¢.
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Correction de I'exercice 13 - Somme alternée de restes

a) Voir la plaquette 3 : on somme (—x)k_ 1 pour k > n sous l'intégrale.

n+1

1 yn , . ..
b) r, = (-1)"a, avec a, = foﬁ dx, décroissante (car x = x™M) et de limite nulle (

]_ N s .
< —= ) -
ap < — 1) : critere spécial.

11 _ N+1 i ) i
c) En _ % dx, et le terme en (—x)V ! a une intégrale majoree par Ni 5
1+ x)

Donc

1
Ern:fo dxzz[_lix]oz%

n=0 (1+x)

1
Réponse. >, _ T, f0(1+ peial )

Correction de I’exercice 14 - Moyenne de Cesaro d’une série convergente

a) C’est le théoréeme de Cesaro appliqué a la suite convergente (Sy) : pour € > 0, si
|Sk — S| = € pour k = K, alors

> I1Sk—-S|+¢

k<K

Lzsk—s‘s

n+1,<, n+1

et le premier terme tend vers 0.

b) E: _oSk= EZ C0Yj kY= 2}1: o(m+1—j)u;: c’est la méme quantité qu’en a).

c) Les sommes partielles valent 1,0, 1,0, ... ; leur moyenne tend vers % La moyenne de
Cesaro prolonge la notion de somme, et coincide avec elle pour une série convergente.

Réponse. Moyennes de Cesaro des S, — S ; pour > (—1)", la limite vaut %

Correction de I'’exercice 15 - Synthese : la somme des inverses des carrés

a) Par Moivre et le binéme, sin ((2m + 1)0) = EJ(—I)j< 22?:11 > cos2m~2%9sin?*109; on
factorise sin’™*10.

b) sin ((2m + 1)8;) = sin (k) = 0 et sinf; # 0, donc P(cotanzek) =0.Les 6 € } ) 2[ sont

distincts et cotan? y est injective : ce sont m racines distinctes de P, de degré m, donc
toutes. Relation coefficients-racines :

(Zm + 1)
3 (2m +1)2m)(2m-1) m(2m -1)
,21 cotan’g <2m T 1> 62m+ 1) 3
1
c) En passant aux inverses et au carré : 12 < lz < ;2 = 1 + cotan®x.
tan”x X sin” x
d) Avec x = 0, et en sommant : m(2n?1’ D < (2m + b’ Zk = <m+ w Apres
multiplication par ﬁ les deux bornes tendent vers ? : c’est la limite des sommes
m +

partielles.

Réponse. D cotan?6y = w d’ou 2(2) = %2 par encadrement.
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