Chapitre 12 - Séries numériques 1

Plaquette 1 - Criteres de convergence,
comparaison et séries alternées
Séries numériques — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Généralités. D u, converge si la suite des sommes partielles Sy = En _ o Un converge.

— Condition nécessaire : u, » 0. Si ug — 0, la série diverge grossierement.

— Convergence absolue : si >, |u,| converge, alors >, u, converge. La réciproque est
fausse (semi-convergence).

Séries de référence.

1
1-¢q

— Géométrique : > q" converge = |q| < 1, et vaut alors
— Ri AN
Riemann : >, " converge = a > 1.

— Bertrand : 35— 1 converge = > 1.

nin®n

. x"
— Exponentielle : EF = e* pour tout x.

Criteres pour les séries a termes positifs.
— Comparaison : 0 <= u, <v,; si Zvn converge, zun aussi.
— Equivalents : si u, ~ v, (termes positifs), les deux séries sont de méme nature.

— D’Alembert : si % — [, la série converge si £ < 1, diverge si{ > 1 (cas £ =1
n

indécis).

— Cauchy : méme conclusion avec Ju, — £.
7 0 0 7 . . 7 . +w

— Comparaison série-intégrale : pour f positive décroissante, > f(n) et f , font

méme nature.
Séries alternées (critere spécial). Si (a,) est positive, décroissante et tend vers
0, alors Y, (—1)"a, converge, et

> (-1)"a,

n>N

|Rn| = SdAdn+1

le reste ayant de plus le signe de son premier terme.
o J

Correction de I’exercice 1 - Divergence grossiéere

— Premiere série : u, = # — 1 # 0. La série diverge grossierement.
— Seconde série : cos (%) - cos0 =1 # 0. Méme conclusion : divergence grossiére.

— Réflexe indispensable : toujours calculer lim u, avant tout autre critére. Si la limite
n’est pas nulle, I’étude s’arréte la.

— Attention : la réciproque est fausse — u,, » 0 n’implique pas la convergence, comme
le montre la série harmonique E% divergente.

Réponse. Les deux divergent grossierement (u, = 1 # 0).
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Chapitre 12 - Séries numériques 2

Correction de I’exercice 2 - Comparaison par équivalents

Les termes sont positifs : on peut utiliser les équivalents.

__n+1 n _1
— U= 5T 3T o
n°+2n n n
— 2% est une série de Riemann avec a = 2 > 1 : elle converge.
n
— Par comparaison par équivalents (termes positifs), > u, converge.

11 : P _
1020 = 0,0108, a comparer a 0,01 —1le

— Controle : u; = % =~ 0,667, ujp = 100
est bien visible v

1

comportement en =
n

— Meéthode : garder les termes dominants du numérateur et du dénominateur, et
identifier la série de Riemann correspondante.

Réponse. Converge (u, ~ iz Riemann a = 2).
n

Correction de I’exercice 3 - Regle de d’Alembert

Premiere série. Les termes sont positifs ; on calcule le rapport.

Un (n+1)”+1 n! (n+1)n n+1 n

— Cette quantité tend vers e 1 =0,368 <1 :la série converge (d’Alembert).

Uner _ 2"*0 . ml__2 _goq

Seconde série. U, “ i+l 7 T n+l

— La série converge ; sa somme vaut d’ailleurs e? (série exponentielle, en partant de
n = 0).

— Quand employer d’Alembert : des qu’apparaissent des factorielles ou des
puissances n-iémes ; c’est inefficace sur les fractions rationnelles (le rapport tend
alors vers 1).

Réponse. Les deux convergent (e ! <1 et0 < 1).
Correction de I’exercice 4 - Regle de Cauchy

Les termes sont positifs et se présentent sous forme de puissance n-iéme : la regle de
Cauchy s’impose.

— Comme 3 < 1, la série converge.

4
o , e e n yy ,
— Comparaison géométrique : pour n assez grand, u, < (0,8) ", terme général d’une
géomeétrique convergente v

10
— Controle numérique : u;y = (%) =~ (0,0480 ; uyy = 0,00269 — décroissance

clairement géométrique.

— Cauchy contre d’Alembert : Cauchy est plus général (il s’applique des que la racine
n-iéeme a une limite), et particulierement adapté aux expressions élevées a la
puissance n.

Réponse. Converge : Ju, — % <1.
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Chapitre 12 - Séries numériques

Correction de I’exercice 5 - Comparaison série-intégrale

1
x1n x

La fonction f(x) = est positive et décroissante sur [2; +«[.

+ 0
— Comparaison série-intégrale : E f(n) et f , f(x)dx ont méme nature.

dx _ u’
nx - In (Inx) (forme U

— Primitive : [ avec u = Inx).

A
dx _ _
S, =In(In4)-In(ln2) — +o

— L’intégrale diverge, donc la série aussi.
— Divergence tres lente : pour atteindre une somme de 5, il faut n de ’ordre de
e® =10° —la divergence est indétectable numériquement.

— Séries de Bertrand : El#ﬁ converge si et seulement si > 1 ; ici B = 1, cas limite
niln"n
divergent.

Réponse. Diverge (comparaison avec [ X?ﬁ = Inlnx).
Correction de I'exercice 6 - Série alternée

On applique le critere spécial des séries alternées avec a,, = %
— a, >0 v ; (a,) est décroissante v ; a,—- 0 v

— La série converge.

— Majoration du reste : |Ry| < ay 1, donc

1
R s ——
R1ool J101

— Semi-convergence : Ein (série de Riemann avec a = % =< 1) diverge, donc la série

T

n’est pas absolument convergente.

— Conséquence (théoreme de Riemann) : en réordonnant les termes d’une série
semi-convergente, on peut obtenir n’importe quelle somme — la commutativité est
perdue.

~ (0,0995

Réponse. Converge (critere spécial) ; |[Rigo| = 1~ 0,0995.

V101
Correction de l'exercice 7 - Convergence absolue

Le signe de sinn est irrégulier : on passe par la convergence absolue.

1
n2

sinn

5 =
n

— Majoration :

— E% converge (Riemann, a =2 > 1).
n

SI converge : la série est absolument convergente, donc

— Par comparaison, »,

convergente.

— Méthode générale : face a un facteur borné de signe imprévisible (sin, cos, (—=1)"
mélé a autre chose), majorer en valeur absolue est le premier réflexe.

— Cas plus délicat : E% converge aussi, mais pas absolument — il faut alors une
transformation d’Abel.
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Chapitre 12 - Séries numériques 4

Réponse. Converge absolument (majoration par %).
n

Correction de l’exercice 8 - Calcul d’une somme télescopique

— Décomposition : m =1 . }_ -
— Somme partielle (télescopage) :
N

Sy= D, (

n=1

S
I
—
N~—
Il
_
I
—_

— Quand N - 4+ : Sy — 1.
— Conclusion : la série converge et sa somme vaut 1.
— Controle : S; =0,5, S, =0,667, S1p = 0,909, S190 = 0,990 — convergence vers 1 v

— Meéthode : apres décomposition en éléments simples, chercher systématiquement un
télescopage ; c’est I'un des rares cas ou 1’on obtient la somme exacte.

Réponse. La somme vaut 1.

Correction de I’exercice 9 - Série géométrique dérivée

On part de E:Z o X" = ﬁ pour |x| < 1, que 'on dérive terme a terme (licite a
I'intérieur du disque de convergence).

+ + 0

n""l=—1__  donc nx"= X _

n21 (1- x)2 n21 (1- x)2

L _1..1/2 _1/2 _
Avec x = ok (1/2)2 1/4 2.

— Somme : Enzl% = 2.

— Controle numérique : 0,5+ 0,5+ 0,375+ 0,25+ 0,15625 = 1,781 apres 5 termes,
puis 1,961 aprés 8 — convergence vers 2 v

— Interprétation probabiliste : c’est ’espérance d’une loi géométrique de parametre
% (nombre moyen de lancers d’une piece avant le premier pile).

Réponse. La somme vaut 2.

Correction de I’exercice 10 - Reste d’une série convergente

On utilise la comparaison série-intégrale avec f(x) = lz décroissante.
X

—Pourn2N+1:f:+1Q<%sfn dx

x> n n-1y2
— En sommant pourn > N :
+ o + o0
%<R < %
fN+1X2_ N_fN X2
__ Soit -1 1
Sth_I_lsRNsN.
— Equivalent : Ry ~ %

2
— Application numérique : Ry, € [0,00990; 0,01]. Avec S = % =~ 1,644934 et

S100 = 1,634984, on a Ry = 0,00995 v — I'’encadrement est tres serré.
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Chapitre 12 - Séries numériques 5

— Usage : ce type d’encadrement pilote le nombre de termes nécessaires pour un calcul
approché a précision donnée

Réponse. <Ry < N’ donc Ry ~ %

1
N+1~
Correction de l'exercice 11 - Produit de Cauchy

Le produit de Cauchy de Y, a, et > b, est D, c, avec ¢, = EZ _0aKkbn k.

. _Xk _ Xn—k
—:[Clak—metbn_k—m,donc
n n
_ X" (2x)"
n = kzok'(n—k)" 2() n!

— en utilisant >, (Z) =2"

— Interprétation : on retrouve e* x eX = e?* v

— Validité : les deux séries sont absolument convergentes, ce qui garantit que le
produit de Cauchy converge vers le produit des sommes.

— Contre-exemple si I’absolue convergence manque : le carré de Cauchy de

n
> (1) (semi-convergente) diverge.

Jyn+1

Réponse. c, = (2x)"

n!

, Soit eXeX = e

Correction de I’exercice 12 - Comparaison logarithmique : coefficients
binomiaux centraux

Un+1 _2n+1 _ 4 _ _ 1
Up 2n+ 2 2n+ 2’

Uniy _ 1 1o 1 ,o(1
=== 2n+2+O<n2> 2n+o<n2>

Le rapport tend vers 1 : d’Alembert ne conclut pas.

a) donc

b) Soitv, =Inu, + %ln n. Alors

Vhi1—Vp = ln% + lln(l + l) =L+ L4 O<l> = O<l> terme général d'une
n 2 n 2n ' 2n n2 n2

série absolument convergente. Donc (v,) converge vers un réel £, et

Mu,=e"—>K=¢e!>0.

. . u u
c)u, ~ L : Eun diverge (Riemann, a = %) P -+ converge. (On montre avec

Wallis que K = F’ car u, = <2nn>4_".)

Réponse. U, ~ ﬁ (K= %) : > u, diverge, >, 1 converge.
Correction de I'exercice 13 - Transformation d’Abel

a) S, =Im3, _,e™® et, la raison e étant différente de 1,

n

Eeiw:e”’g—l‘s 2 2
K=1 el -1 |ei9—1| 2|sin(0/2)]
b) Avec So=0:3, _, Sk_l e NIPE S e T + -, et en regroupant les termes de

méme indice Sy (1 < k =< N —1), on obtlent la formule.
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Chapitre 12 - Séries numériques 6

Sy 5 1__1 | M ) - .
c) N 0 (Sy bornée), et |Sk(k O 1) =< K+ D) terme d’une série convergente : la

série de droite converge absolument. Donc les sommes partielles de Ew
convergent. Pour 0 € 2nZ, tous les termes sont nuls.

Réponse. Sommes partielles S, bornées + L décroissant vers 0 : Ew converge
(Abel).

Correction de I'exercice 14 - Série alternée non monotone

n’est pas décroissante : |u;| = 1~ 0,414 mais

a) | 2 +1

— 1
Ul = o

lus| = ﬁl_ = 1,366. Le critere ne s’applique pas.
b) On factorise : u, = (_J%) X - }_1),,, et T _1” =1—-x4+0Kx3?:
Jn

_ =D =" 1\ _ D" 1 1
Uy =~ <1 — +o(n)>_ — n+0<n3/2>

c) >, (_J%) converge (critére spécial), > O(n~3/2) converge absolument, et >, i+ diverge : la

somme diverge. Les équivalents ne conservent la nature que pour des séries de signe
constant.

(="
n

=D"
N

Réponse. u, = — L4+ 0(n=3'?) : divergence, malgré u, ~

Correction de I'exercice 15 - Synthese : nature selon un parametre

Les termes sont positifs pour n = 2.

Cas a > 1. On choisit Bavec 1 < <a.

Inn _ Inn o 1 o Inn _ o

— Croissances compareées : ,
p na na - ﬁ nﬁ na - ﬁ

— Donc 12—0'(7 < LB a partir d’un certain rang, et ELB converge (8 > 1).
n n

— La série converge.

Casa=<1.Pourn=3,Inn=1, donc

Inn . 1 51
n“ n® — n
— La série harmonique diverge, donc par comparaison la série diverge.
Conclusion : convergence si et seulement si a > 1.
— Vérification du cas limite a =1 : EIDTH diverge, et méme plus vite que la série
harmonique v

— Principe général : un facteur logarithmique ne change pas la nature d’une série de
Riemann, sauf exactement au cas critique a = 1 (séries de Bertrand).

Réponse. Converge si et seulement si a > 1.
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