Chapitre 12 - Séries numériques 1

Plaquette 2 - Séries a termes positifs :
comparaisons et développements asymptotiques

Séries numériques — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Développements usuels en 0.

2 3 2
In(1+x)=x-%X +X 4+ 0K, eX=1+x+% +0Kx53

2 3 2
— cosx=1-%X+0(" ; sinx=x-X +0x); (1 +x)" =1 +ax+% 24+ 0(x3).
Références. Riemann : >, n~% converge = a > 1. Bertrand : 3, ——;— converge

nlnn
e=a>1l,oua=1etf>1.

Lien suite-série. (a,) converge = Y, (a,+1 — d,) converge.

Attention. Les équivalents ne conservent la nature que pour des termes de signe
constant.

Correction de I’exercice 1 - Trois natures par développement limité

a)ln(1+%> L 22+O< )donc

1 1 1
a, = + O ~ =
T on? < n3 > 2n?
a, est de signe constant (négatif) et 2% converge : > a, converge.

b) b, = = e — 1 avec ln” - 0, donc b, = % pour n = 3 : > b, diverge (comparaison a
la série harmonique, termes p031t1fs).

c)c, ~ # positif : > ¢, converge.

1

Réponse. g, ~
p n~ T5 03

: converge ; b, : diverge ; ¢, ~ = : converge.

[\J
3»—\

Correction de I’exercice 2 - Autour de la limite de (1 + 1/n) puissance n
a)nln(1+%>=n<%—212+0< >>—1—L+O< )puls
e L JaN S 1
(1+n> e-e 2 e<1 2n+0<n2>>

b) Le terme général est équivalent a % > 0 : la série diverge.

= n2 IN_p=p2(l__1 4 1 AN \_p=-1,41 1
c)Inv,=n 1n(1+n> n=n <n 2n2+3n3+0<n4>> n 5+ +O< 2>.Donc
v,— e /2 20 : la série diverge grossiérement.

-1/2

Réponse. e — (1 + 1)" ~ % : diverge ; v, — e : divergence grossiére.

Correction de I'exercice 3 - Nature selon un parametre par développement

a) sinx < x pour x = 0.
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Chapitre 12 - Séries numériques 2

b) Avec x =n-%— 0 : x — sinx = X + O(x%), donc

6
1
tn = Gn3a
Termes positifs : > u, converge si et seulement si 3a > 1, soit a > %
a—-3 a-—2

—n

3 T > 0. La série converge

1/3
c)wn=n<(1+n“_3) —1>avecn“‘3—>0:wn~n-”
si et seulementsi2—a>1, soita < 1.

1

R, na—2
eponse. u, -~ —-
| Y n~ 6n

. 1. ~
57 @ converge = a > 5wy, ~ To—

3 : converge @ a < 1.

Correction de I’exercice 4 - Séries de Bertrand

a) f(x) = ﬁ est positive et décroissante sur [a, +«[ pour a assez grand (sa dérivée est
xX\(Inx
du signe de —(Inx + 8)). Pour g # 1 :

A

f dx =[(IHX)1_B]A
“ x(Inx)? 1-B

a

qui a une limite finie si et seulement si f > 1 ; pour = 1, la primitive Inln x tend vers +».
La série et I'intégrale ayant méme nature, convergence < 3 > 1.

y-a . 4 -y ) : ’
b) ntu, = (’1’ 7 — 0 (croissances comparées, y — a < 0), donc u, = n~" a partir d'un rang,
nn

et > n~" converge.

n' ¢«
(Inn)®

Réponse. Converge = a > 1,oua=1et > 1.

c)Aveca<y<1:ntu,= — 4o, donc u, = n~" a partir d’un rang, et >, n"" diverge.

Correction de I'exercice 5 - Factorielles et coefficients binomiaux

Les termes sont positifs.

Qo1 +D* _ n4l 14

a, — (2n+1)(2n+2) 2(2n+1) 4

donc Ean converge (d’Alembert).

n+1 _ 2n+2
22n+1) 2n+ 1’

Mais ce rapport est strictement supérieur a 1 : la suite (b,,) est croissante, avec by = 1,
donc b, = 1 ne tend pas vers 0 : > b, diverge grossiérement. (On a méme b,, ~ JiIn, par
I’exercice sur les coefficients binomiaux centraux.)

Pour b, le rapport vaut 4 x qui tend vers 1 : d’Alembert ne conclut pas.

Réponse. > a, converge (rapport — %) ; (b,) croissante = 1 : divergence grossiere.

Correction de I’exercice 6 - Puissances n carré

a) Ju, = (1 — %)n e l<1: convergence (Cauchy).

b) v, = exp <n21n<1 - #)) — e~ ! # 0 : divergence grossiére.
c)lnw, = nzln(l - n‘3/2) = nz(—n‘3/2 + O(n‘3)) =—J/n + O(%) Donc w,, ~ e /" et
nw, ~n%e" —0

(croissances comparées avec t = yn : te ™t = 0). Ainsi w,, < % a partir d’un rang :

n
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Chapitre 12 - Séries numériques 3

convergence. Ici Cauchy échoue (yw, — 1), il faut 1’échelle plus fine e/,

-1 . —Jn

Réponse. U, : converge (Cauchy) ; v, » e! : diverge ; w,, ~ e ™™ : converge.

Correction de I'exercice 7 - Une suite récurrente et la série de ses carrés

a) x = x — x2 envoie 10, 1[ dans }0, %} et u,,1— U, = —u2 < 0. Décroissante minorée, (u,)

converge vers [ avec f = [ — ¢?%, soit £ = 0.

, n n
b) Télescopage : >, _ o Uk = X, _ o (Uk — Uk+1) = Ug — Up 41 = Up, donc

+ o0
2 up = ug

n=0

2
u,—u u , \ N
c) 1 1 —Un—Un+y n =_1 1. Parle théoréeme de Cesaro,
Un+1 Up Unpln+1 U%(l —u,) 1-u,

%(ULH — ul()) -1, donc uln ~netu,~+:>u,diverge.

Réponse. > u? = u, (télescopage) ; u, ~ + : > u, diverge.

Correction de I'’exercice 8 - Terme général défini par une intégrale

1 \
a) Sur [0, 1], 5 =7 }L =<1, donc —fox dx = u, = fox“ dx, d’ou I’encadrement. Par
minoration (termes positifs) par ICESH)] + L > u, diverge.
n
b)u,+u,,q1 = fo%dx = + T Comme (u,) est décroissante (x" "1 < x") :
1
n+2_un+1+un+2 2un+1 un+un+1_n+1
dolhu,;q~ % puis u, ~ 21_n
1 Un 1

~ nvergen -2~ : convergence.

c) u? 1,7 | convergence ; oo ~ o5 1 convergence

Réponse. u, ~ % : D u, diverge ; D u? et 2% convergent.

Correction de I’exercice 9 - Divergence de la série des rapports aux sommes
partielles

a) Pourn<k=m, S, <S5, donc
m

k=n+

Sk m

k=n+1
Comme S,, = +, pour m assez grand le membre de droite depasse = : les sommes

partielles de E . e sont pas de Cauchy, la série diverge.

= S" “Sn-1 o _dn_ 5 %. La série télescopique D, (ﬁ - S%) converge
n

b -1 =
) n—l Sn Sn—lsn Sn—lsn

. a
car & — 0) : par comparaison, ES—’Z’ converge.

(vers 5 5

n

c) S, = n: on retrouve la divergence de E% et la convergence de Ei

Réponse. Z dlverge (critere de Cauchy), ES— converge (télescopage).

n
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Chapitre 12 - Séries numériques 4

Correction de l'exercice 10 - Condensation de Cauchy

. k . , .
a) Le bloc contient 2" termes, tous compris entre u,x+: et u,x par décroissance.

b) En sommant pour 0 =k =K:

K+1 _

K 2 1 K
k+1 k
LY 20 hpis S g D 2un
k=0 n=1 k=0

. k . . . ,
Si 22 u,k converge, les sommes partielles de 2 u, (croissantes) sont majoreées :
convergence. Si elle diverge, la minoration donne la divergence de > u,,.

k
- k 1- e g
c)Pouru,=n"%(a=>0):2 uxy= (2 “) , Série geomeétrique convergente = a > 1. Pour

—_1 L I .
Up = 3 (n=2):2"uxy= Tigs serie divergente.
Réponse. > u, et >, Zkuzk de méme nature ; Riemann : géométrique de raison 2t nllm

: diverge.
Correction de l’exercice 11 - Lien suite-série et formule de Stirling

a) Commeln(n+ 1)) =In(n)+In(n+ 1) :

_a = _(n+3 1 1 —(n41)pn+l
pn+1—ap=In(n+1) (n+2)1n(n+1)+(n+2>1nn+1 1 (n+2>1n X

b)Avecln(1+%>=%_#+#+O<#>:

1 IN\_q_21 . 1 .1 _ 1 1)\ 1 1
(n+2)1n(1+n) 1 2n+3n2+2n 4n2+o<n3> 1+12n2+0<n3>
__1
12n2 °

la série > (a, .1 — a,) converge absolument, et (a,) converge

donca,,;—a,~
vers un réel /£.

c) exp(a,) = n'g!ﬁ% - C = e! > 0, ce qui est I’équivalent annoncé. (Les intégrales de Wallis
donnent C =2m.)

Réponse. a,, .1 —a, ~ — 121n2 : (a,) converge, d’ou n! ~ Cyn(n/e)" (avec C = 2m).

Correction de l’exercice 12 - Séries de racines et de carrés

a) u, — 0, donc u, < 1 a partir d’'un rang, et u? < u,, : convergence. Réciproque fausse :

— 1
Up = 3.

b)Aveca=Metb=%:

u
1 (s 1)

n - n2
terme général d'une série convergente.

. u,+u u,+u
c) Oui : U Uy, 41 < 25", et E"T”” converge.

Réponse. > u?, > ¥2n > fu, ;1 convergent (majorations élémentaires).

Correction de I’exercice 13 - Terme général décroissant d’une série
convergente

a) Par décroissance, u, 41 + ... + Uy, = nuy,, donc nu,, < R, = 0. Alors 2nu,, = 0 et
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Chapitre 12 - Séries numériques

2n+ Duyy 41 = %-Znuhéo : nu, - 0.

b) Soit u, = L si n est un carré parfait, u, = # sinon : D u, < E# + E# converge, mais

2
pour n = k-,

nu,=%Y —20

c) Pour u, = lnT” décroissante a partirde n = 3 : nu, = Inw - 0, donc la série diverge

(par contraposée de a)). Pour u, = —— : nu, = S N 0, la condition nécessaire est
ninn Inn

satisfaite et ne permet pas de conclure ; il faut la condensation ou la comparaison a une
intégrale.

Réponse. Décroissance + convergence = nu, — 0 ; faux sans décroissance ; EIHT”

diverge, mais rien sur 3 ——.

Correction de I'exercice 14 - Différences de racines
donc le terme est équivalent a %/2 : convergence si

J - = 1 ~_1
int+l == m T 2%

et seulement si a > 2.

1/2
by/n?+n=n(1+4)  =n(1+4 - +0(L%)), donc

8n? n
In-n-L=-Lso(L)
terme de signe constant équivalent a _81_n : divergence.
c) Le terme général doit tendre vers O : Jn?+n—-an-b=01-a)n+ % —-b+ O(%)
imposea=1,b = % et alors b) montre la divergence. Aucun choix ne convient.
Réponse. a) Converge = a > 2 ; b) terme ~ _81_n : diverge ; c) impossible.

Correction de l’exercice 15 - Synthese : produits infinis

N
a) (Py) est croissante et InPy = > _,In(1 + u,). Si D u, converge, InPy < > u, est
majoré : (Py) converge. Réciproquement, si (Py) converge, In(1 + u,) = 0 donc u,, —» 0, et
pour n grand, u, < 2In(1 + u,) : D, u, converge, majorée par 2Inlim Py & une constante
pres.

b) Produits télescopiques :

N

N
n+1 _ n-1n+1) __N+1_ 1
n[[l 7 =N+1-+o, nljz ) = 5N 5

Le premier diverge, conformément a a) (série harmonique).

c) Oui, par a), car E# converge. (On peut montrer que la limite vaut ShTH = 3,676.)

Réponse. Produit et série de méme nature ; H 1+ %) = N + 1 diverge, H (1- #) - % ;
[Ta+ #) converge.
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