Chapitre 12 - Séries numériques 1

Plaquette 4 - Séries a termes quelconques,
produit de Cauchy et familles sommables

Séries numériques — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Critere spécial. (a,) décroissante de limite nulle = E(—l)nan converge et

|Rn| =dp+1-

Critere d’Abel (Dirichlet). (a,) décroissante de limite nulle et (Ek - nbk) bornée

= > a,b, converge.

Produit de Cauchy. Si > a, et D b, convergent absolument, alors c, = 2: _oakbn—k
définit une série absolument convergente et

Familles sommables. (u, ;) est sommable si Zp, q |up, 4| < +o (calculable par

paquets, dans n’'importe quel ordre). Alors on peut sommer par lignes, par colonnes,
ou par paquets quelconques, avec le méme résultat.

Correction de I'exercice 1 - Séries de Riemann alternées

— sia> 1[GV
n

= % série de Riemann convergente : convergence absolue.

— Si0<as=s1l:a,= 1 est décroissante de limite nulle, donc la série converge par le

critére spécial ; elle ne converge pas absolument (a < 1) : semi-convergence.

— Sia=0:

=n"%=1, le terme général ne tend pas vers 0 : divergence

grossiere.
Pour 0 < a = 1, le critére donne de plus

2(1)

k>n

1
(n+1)*

ce qui permet un calcul approché, lent si a est petit.

Réponse. a > 1 : absolue ; 0 < a = 1 : semi-convergente ; a < 0 : divergence grossiere.
Correction de l’exercice 2 - Développements de termes alternés

a) sin est impaire : u, = (— )" sm— et sin & L qécroit vers 0 : convergence par le critere
spécial (non absolue, sm— ~ )

_1)”
Jn

_ =" 1 1
Vn =T 2n+o<n3/2>

somme d’une série convergente (critére spécial), d'une série absolument convergente et
de —%, divergente : > v, diverge.

b) In (1 +x)=x—x7+0(x3)avecx=(
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Chapitre 12 - Séries numériques 2

c)w, = % + %(cos% — 1), le second terme étant O(n~>/?) : convergence. (Ici on
pouvait aussi vérifier que w décroit.)
D" _ 1

Réponse. a) converge ; b) v, = +0((n3?% . diverge ; c) converge.

/T 2n

Correction de l’exercice 3 - Série alternée perturbée selon un parametre

_=Dt 1 _q_ 2y .
a) u, = L et =1-x+0(x"):
+1==2
n
_ (=" (-1n)" 1 _=D" 1
b) 2 (_nla) converge (critére spécial). Le reste r, = — nlza + O(n~3%) est équivalent a —#,
de signe constant : D, r, converge = 2a > 1. Donc 3 u, converge = a > %

c) |ua| ~ # : convergence absolue = a > 1. Pour% < a = 1, semi-convergence.

Réponse. Converge = a > % ; absolument = a > 1.

Correction de I’exercice 4 - Critere d’Abel et séries trigonométriques

a) Avec by = By — By _1 (B_; = 0) et un changement d’indice (transformation d’Abel) :

N N N-1 N-1
E axby = E axBy — 2 ayx +1Bx = anBy + E (ax — ax +1)Bx
k=0 k=0 k=0 K=0
b) lanBn| = May = 0. Et |(ax — ax + 1)Bx| = M(ay — ay +1), terme positif d’une série
télescopique convergente (de somme a,) : la série 2 (ax — ay + 1)Bx converge absolument.

Donc Y ayby converge.
— 7 " n 1
c) a, = n~* décroit vers 0, et ‘Ek 1 e’ke‘ < |’92—1|
- o

prenant parties réelle et imaginaire, >, COSHEI”H) et> Sinlffg) convergent aussi.

(somme géométrique de raison # 1). En

n

. i - 0
Réponse. Transformation d’Abel : > a,b, converge ; en particulier > €+ converge pour

n
a>0,0¢2nZ.

Correction de I’exercice 5 - Une série semi-convergente : sinus de n sur n

a) Critere d’Abel avec a, = % et b,, = sinn, de sommes partielles bornées (1 ¢ 2nZ).

1 —cos(2n)

b) |sinn| =1 donc |sinn| = |sinn|2 = sin’n, et sin’n = 5

c)On a

| sinn| >L_cos(Zn)
n — 2n 2n

2%(“2") converge (Abel, 2 ¢ 2n2Z) et E% diverge : les sommes partielles du membre de

. . . sinn
droite tendent vers +. Par comparaison des sommes partielles, >, | - |

série > S gst semi-convergente.

diverge : la

Réponse. > SI11 converge (Abel) mais pas absolument : |sinn| = %.
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Chapitre 12 - Séries numériques 3

Correction de I’exercice 6 - Calcul approché de l'inverse de e

a) a, = 1 est décroissante de limite nulle : le reste vérifie |IRn| < an+1-
n! N N

b)%=501—40z1,98x10 ne suffit pas ; 8l—40é20z2,5x10_500nvient:N=7.
.1 1.1 1 1 1 _ 1854 _
Sr=1-1+5-6+24 120 T 720 ~ 5040 ~ 5040 ~ »-367857
(-1° 1

c) Oui : le reste a le signe de son premier terme TR 0,donc S, <+<S,;+ soit

0,367857 < 5 < 0,367882 (et en effet % ~ 0,367879).

Réponse. N=7:5, = % =~ 0,367857, par défaut, a moins de 2,5 x 107°.

8’

Correction de I’exercice 7 - Un produit de Cauchy divergent

_ (=Dfnnk 1K1y =k — (_1)n
a)aka”‘k_Jk+1Jn—k+1 et (-1)°(-1) (-1)".

b) Inégalité arithmético-géométrique : /Xy = % avecx=k+1,y=n—-k+1,
— 2 .
X+y “n+2"
2(n+1
|Cn| = §7+ 2 ) - 2

c) ¢4 — 0 : la série produit diverge grossierement. Le théoreme exige la convergence
absolue des deux séries (ici 1
( 2 Jn+1

— 2 :le carré de Cauchy diverge, faute de convergence absolue.

- 2(n+1)
Réponse. |c,| = e

Correction de I'exercice 8 - Produit de Cauchy de séries géométriques

a) c, = 2: _oXX""® = (n+ 1)x". Les séries étant absolument convergentes (|x| < 1) :

+ o0
> m+1xn=—L1

n=0 (1 - X)2
n K K X +1 _ yn+ 1 , , X .
b)c, = Ek _oX Yy = —x=y (somme géomeétrique de raison y' ou identité de
. . ;o _ 1

factorisation), d’ou Ecn T=xa =y
c) Avec x = L . 1 =9

) 37 @/3?* 4

h — 1 . n + 1_9

Réponse. > (n + 1)x" T ; D.Cp = 1—x)(1—y) ;D T

Correction de l'exercice 9 - Une famille double sommable

a) Les termes sont positifs, on peut sommer par paquets. I,, contient n — 1 couples (n = 2),
tous de valeur n™“ :

n—1
(pq)(p+Q) n=2

a

)3 s2 st =30~ Bnsapr = €2 - 1) - (€B) - 1) =(2) - £(3).

et”n—_al~ nl_l : sommable = a -1 > 1.
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Chapitre 12 - Séries numériques 4

C(Z) _ o
c) Oui, par Fubini positif : >, Eq 2 =>, =7(2)* = .
Réponse. Sommable @ a > 2 ; pour a = 3 : 6(2) —((3); Eﬁ = Z(2)2.

Correction de I'exercice 10 - Somme des zéta moins un

a) Pour n = 2 fixé, E lp =7 1_/1”/2n = n(nl_ - Termes positifs : la famille est sommable

car

2 n(n1—1)= 2’(nll_%>=1<+w

n=?2 n=2

b) Sommabilité : on peut sommer dans ’autre ordre, 2p> 2Dy 1 = Ep ,(C(p)—1)=1.

np

— 1 1 1 1 1y _ 3
¢) Pourn=2: 2D>1 _n2_1_7<n—1 n+1> et2n>2 _7<1 §>_Z
(télescopage a deux pas)
Réponse. Epz ,(C(P)-1)=1et Epz L C2p)-1) = % (Fubini positif).
Correction de l’exercice 11 - Quand Fubini échoue
a) Pour chaque ligne p, seuls u, , =1 et u, ,,.1 = —1 sont non nuls : Zq up 4 =0, donc la
somme par lignes vaut 0.
b) Colonne g =1 :seulu;; =1. Colonne g =2:u,,=1etu,_q,4=—1, somme nulle.

Donc
3(3un)=1 203 (300

c) La famille n’est pas sommable : Ep’q |up, ¢l = 2p2 = 4. Le théoreme de Fubini pour

les familles sommables ne s’applique donc pas, et I’ordre de sommation change le
résultat.

Réponse. Lignes : 0 ; colonnes : 1 ; la famille n’est pas sommable (3, |up, q| = +).

Correction de I'exercice 12 - Série de Lambert et nombre de diviseurs

n

srie Z nk _ X x"
a) Termes positifs ; pour n fixé, Ek X ET oA S T
la famille est sommable.

b) On somme par paquets J,, = {(n, k) | nk = m}, de cardinal d(m) (un couple par diviseur

ndem):
2 X" _ = 2 x"k = 2 card(J, ) x™ = 2 d(m)x™

n=11l—X nk=1 m=1 m=1

c)d(1),...,d(6)=1,2,2,3,2,4. A gauche : i X - apporte 1 a chaque x™, T

apporte 1 aux puissances paires, —*— aux multiples de 3, etc. : coefficient de x® =
1+41+1+1(n=1,2,3,6) =

= nk).

Correction de l'exercice 13 - Regroupement par paquets de signe constant

a) Pour k*<N< (k + 1)2, la somme partielle Sy est comprise entre Ty _; = 2j< K (—l)jbj et

Ty, car les termes du paquet k ont tous le signe (—l)k : Syvade Tx_q a Ty de facon

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 12 - Séries numériques 5

monotone. Si Ty — T, alors Sy — T.

2
k2+2k=1+212<+1=1+%+o<%>
K -1 K -1 k

2
b) bk =Hp2,x—Hp2_1 = ln%+0<%>, et

d’ou by = 2 + o<%>.

oS Drp = 2(= 1) + EO(%) converge (critére spécial + convergence absolue). Par

a), D, u, converge.

Réponse. Paquets de signe constant de taille ~ 2 : > (—1) bk converge, donc »,-—
aussi.

Correction de l'exercice 14 - Réarrangement d’une série absolument
convergente
a) M = max{o~1(0),...,0 Y(IN)} convient.

b) Pour m = M, les indices o(0), ..., o(m) contiennent O, ..., N ; les autres sont des entiers
distincts > N. Donc

= E lun| = €

n>N

N
- Eun
n=0

c) Comme |En —NUn— S| < £ aussi, on obtient |2k = Uog) — S| <2epourm=M :
convergence vers S. Le méme argument appliqué a |u,| donne la convergence absolue.
Pour une série semi-convergente, un réarrangement peut changer la somme (% In2 au

lieu de In 2 pour la série harmonique alternée), voire la faire diverger (théoreme de
Riemann).

Réponse. Tout réarrangement d’une série absolument convergente converge vers la
meéme somme ; faux pour une série semi-convergente.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : la fonction éta de Dirichlet

a) Critere spécial : # décroit vers 0. La somme est comprise entre deux sommes
partielles consécutives, S, =1 —2"°et S; = 1 ; en particulier n(s) > 0.

b) Pour s > 1, la série converge absolument : on peut séparer pairs et impairs. Les termes
pairs donnent Zkﬁ = 27°C(s), les impairs (s) — 27°C(s) ; donc

n(s) = (1-27°)2s) = 27¢(s) = (1 - 2" 7°) )
N2 =52 = et 3 oty = (1- )1 = %

d) IR S#
)l Nl (N+1)2

le reste vaut environ W . il en faudrait environ 10*. Passer par n accélere le calcul.

1 - 2 -4
Réponse. n(s) = (1 — T(s) ; n2) = H—Z Em = % ; 99 termes pour 10

< 107" des que N = 99 : 99 termes suffisent. Par comparaison, pour {(2)
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